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§ 2*1* Теорема о неявной функции*. 

,2 *11®. Обратная функция § постановка задачи, 

V—» « И .г ЯНШИ Н М4 , Ата*» 


І1Ѵ ОТ Ѣ ФУНКЦИЙ 


X** У Ы 1 Р~—— Е отображает множество р» взаимно одноз¬ 
начно на множество [Г | тогда на множестве ЕЕ естественно 
определяется дбратная функция ^ * |(х) : Е Р такая, что 
у ц>ГІ(х)]-- ос. ► В анализе часто- возникает 

вопрос: при каких условиях у данной функции а*» I/оущеот- 
вует обратная ? Постановка вопроса уточняется следующим образом: 
множества Р ш Р~ предполагаются областями в нормированных 
пространствах, функция х = У ($) ~ непрерывно! и дифферен-^ 

цируемой в окрестности некоторой точки в е Р I ѳ0Ш 
то желательно указать хотя бы окрестность точки €Х » в которой 
существует обратная функция ~ ^ (ос^ , которая ожидается 
однозначно определенной, непрерывной и дифференцируемой^ Этот 
вопрос решается просто для линейной функции 3>~ > действу¬ 
ющей из т -мерного пространства р~ в П' -мерное 

пространство Р = . Выбрав каким-либо образом базисы в 

этих пространствах, мы запишем равенство ЭС=- ^($-) в вид® ай “" 
стены линейных уравнений с числовыми коэффициентами 


~ Ум > 

4"}= ^>иУ' + + 


(I) 


Спрашивается ^ 1 когда из этой системы числа одноз¬ 
начно определяются по любым заданным числам ос^ } (жо*я 

бы из некоторой окрестности точки &ѵѵ ^ ? 

В алгебре ответ известен: Ѵг х ггѵ - матрица || 

А у ..., ѵѵ* \и\) должка быть 

(в частности, необходимо условие УЬ—- ууь ), и тогда искомой 
решение У-і > • - > ^ т дается формулами Крамера* 

Для непрерывной линейной функции ОС^^(у) , действую¬ 

щей из нормированного пространства У в нормированное прост¬ 
ранство X вопрос 0(5 ее обратимости сложнее* В предположений 
взаимной однозначности отображенія X естествен- 

но определенное обратное отображение и~ р(х,) ; всегда 

является линейным) далее, если У и X полны - я непрерыв- 





ниИ следовательно, и дифференцируемым отйбр&жвашв&е> 

} Нас интересует обращение отображения, не являющегося ядавШ- 
ним, и без специального предположения о его взаимной однозначно** 
<жь Оказывается, что в атом общем случае, если нам куша обра¬ 
тимость отображения X ж ЦЧіА лишь локальная, в окречтнусх*. 


данной' точи 


„ I 1 

е У 


кого 


иООоадвшш 


вивейт 


О Ш®0 С 


ИМШША . АЙ Л? 


$ти линей* 


* з 


рекцируеш' и линейный оператор - производная у/ в 

1 обратим,, то в некоторой окрестности точки 0~-ф(6) й ей “ 
ствительно существует, и притом единств ѳнная^нвпрернвная н диффе- 

..««и Хлг*і9*п*йа. б /л»\ фйѵйо „ іг ІМД /У\ I ”гСі 41?! ілИ&Л'і 1.2 фА / / 


Пй л 

ѵ 

реши 


кцш (х) такая, ч 
* более общая теооѳма 


СП 4 «ПТІТ 1 4 

>роі ждет- речь, о раэ- 
■4-1 гг О «аз на— 


решимости не специального уравнения Х~ ^уС^-/ -I/ з ** 
ЧЕйтельЕО белее общего уравнения ЯрС 31 * , 

2.12* Теорема о неявной функции. Пусть заданы метрическое 

*■ .— —■ -•-*■ с»» <а*й «■-» *«* & й 


4 йз» ж»* нем й«да *' яМ ’ <зи ® сет ** 

пространство |ѵ\ и полное и 


нпрованвое пространство ^ 

. I * ! л $ 


пусть вер іш 


ІП к пара у ~ 4 и &у : | У- в 1 4 г 3 


о т?Й 
ха ццу 


яг. и) « отобраяавща 


ІИ X У %; 


ванное пространство ус , огран: 


иерно непрерывная 




гі и ра 


Пусть далее для некоторого 


* = { 


ДЙВ(4,«) / 4_*; 

с) Л# I 

а * ^ Гѵ / л \ х 


обратим» Тогда 


р* ~ > ! 


I! ФУНКЦИЯ 


■,) : ѴДТ- 8 ** Ѵъ 




1\„_. ^ і' ^^(ас, ^(х))е <9 при веек 


эг: С 


^ (ос) с значениями в ^ * У , 'опр®~ 
окрестности г очи <х,.б и такой, 


что І/аУ Іэ и Ѵ ”1Г С ж а ^( х ')} ==: О 9 имеется мар 
/хе Н> в котором $(эе) * Зт& Функщ 

у„ Р называется неявной функцией, определяемой уравнен] 

<т > С*'>&)-0 и условием В. л 

йріа^етельство. Мы будем мш атъ функцию ка ® йеі?! 

вишу® точку отображения р пространства У(Ц<§') \в««ж 

непрерывных ограниченных функций Ж х ) с значениями в і/ 


и» "Н^) 


не под- 


в 







и 





Положим I тоща для отображения 'Р {<$ V 

рассматриваемого в шаре у*, ( Ц^) > будут выполнены предположе¬ 

ния теоремы ІЙЗе. Применяй эту теорему, мы получаем существова** 
нйе в шаре ѴМі ) . неподвижной точки преобразования К ($)• 
Обозначим ее через $ для нее выполняется равенство (і), 

в, следовательно, и равенство С ^Р (х> для #с.€ %{•$■ » 

Нам нужно еще показать, что ^ (д)4 * Заметим, что из 

Ч(&ѴІэ следует очевидно, что И; ь » Теперь напом¬ 

ним, что неподвижная точка сжимающего отображения строится как 
предел итерацйі у*,, Рч в _,"|-^ 0> • (013*22), где 

любая точка рассматриваемого полного метрического пространства* 
Возьмем в качестве начальной точки итерационного процесса какую- 
либо функцию у (ос) с Ѵр (/Ц§-) ѵ 4 > хотя бы Функцию 

% | тогда для всех функций:,, получающихся в процессе 

итерации также будет выполнено свойство ^(<х)~ 4 ) следвва- 

хеяьно, этим же свойством будет обладать и предельная функция 
^(ас) - искомая неподвижная точка преобразований р (ц) , что 

нам и требуется* 


Нам остается доказать единственность найденного решения* 


Заметим, что тождество 


\тъ единственность найденного реше* 
р{|(ж))~ |(х) , полученное для то< 


точек 


из шара; , верно я на любом меньшем варе (Ф* о) , 

поэтому сужение функции |?(х) на этот меньиий шар является; 
неподвижной точкой преобразования р(р) и в юаре\^(2(у)* 
Пусть ІіЫ) - какое-либо другое решение задачи о неявной функ¬ 
ции! во всяком случае, существует такое Б* 7 ^ Р > что в 18 Р® 
функция $4 (ос) определена, непрерывнее и удовлетворя¬ 
ет условию I й Р » лея » т в ва Р* Уу Но 

так как у преобразования р(^) в ® а Р® *Ѵр(Ъ.$г*) может быть 
быть лишь единственная неподвижная точка, то Ііри ос,е II по¬ 
дучаем $(*,) 9 что и требуется» Теорема доказана. 

2ДЗа. Теорема о неявной функции 2.12 носит локальнкі ха¬ 


рактер, т.е. существование функции %{?с) , являющейся решением 

уравнения «фОь^-0 , гарантируется лишь в некоторой 

окрестности точки (X с известным значением о ~ • Било 


о» 


■бы желательно указать, область существования функции 
определенным образом*. Например, пусть известно, ч»о фу г. а 
<&(г* ч \ определена, непрерывна и дифференцируема 

1 * 1 ^ * * ' г~ч<Х> / : х. « ь» \ 


ка и 


Ѵ|Л ІЦ 


при всех х 


4 Ч € М ■ , причем 


также 


•ѴЛ Л 

» <4 ' 


а ё 


всюду существует, непрерывна к обратиш§' спрашивается, если 
^Га.ІЬ- О* » то будет ли определена соответствующая неявная 

«март 'йп'й ! 


функция, У(х> ^сущеѵт*ѵва»»о у.-Г'^' ч 

о неявной "функции лишь в некотором маре |х - <ц «. о '» 

„ п „, в вЛоУ ' * М . *п уот.й бы в шаре ! х-аі ^ X * 
не дм всех а, е. | 

х - 

функции ЯР > ( Х >Н) • „ .„„ 

Оказывается, даже і в такой, казалось он, вес»мо 

ситуации ответ приходится дать отрицательный* Мы ? лВ *°* --■ ■ - ^ 

^ > О такую функцию Чгі С *'**•'*?'* 


ре положительное число, не зависящее от 

9 


для люб 


будет оп] 




Н 


т-р, 


І ж *% 

при этом 
'ж ет мкте-к 


л Г)\ Л 
Ц V ) - и 


іствования соответствую®* 


епреравна г. обул 
к ^ X Ь 

е ч. 

ія в во В Фу нК■> ѵ. й 


, Я рщ ^ «с ь « 1 именно, положим х-«-Е 

высказанные условия для функц»ь Сх/^) очевидным 
9 однако соответствующая неявная функция 

ределена лишь при х > — 

сказанному в а относительно облай»*» чіг. 
ц іі укажем на значительно более удовлет- 



5 имеющую место по отн< 


к единственно 






ІДхЬ I Іх) (05Д4б)і в то же время оно и открыто, 

пл «оппаш п яАвянпй іѢѵмкішм содержит вместе со ьсь&о** 


,' 8 ка к по теореме о неявной функций содержит вместе ее дшішп 
•іЧкоШ некоторую ее окрестность* Оно содержит точку іа, •? 


что не является іг 


г стымі следовательно, так 


прост р&нство щ 


связно, ш имеем 

2 . 14 . Теорема 


что и требовалось. 


пплийипянт 


предполагать, что метрическое пространство 
речь в 2Д2-2ЛЗ, является областью в некоі 

пространстве Д * 

а* Теорема. Если выполняются условия : 


того, функціи 
пространству 


і. 


\ х и 


У*** 

ішМюреш 




2*12 и, кроне 


»ма в . точке (а - ѵво 

в 2.12 неявная функція 


О » 


| (^ѵ диффе ренцируема при х ~ * 

"Т ^ * 4 


9Ь\ 


Г ,,~ѵ * 0\~% 

I I* л чі--' | ,а « 1 і 


1 дН' І-Ѣ®) 


I О X- 


Доказательство* Поскольку при X- Д ~ Ь функция 
циффере нцируе ма, мы можем написать для досійіічао 


о , . ч\ ' Ьі ч у_іі; %'д и + лг рѵ/Ѵ: N 

^ (л*+ л*, | (&х4/->/ ~ ^-. :е ч * ’~д^ \і 


где А 


(скк Отсюд 


,Х||1 Ф^ІІ.ІпГідхИанЙ! (О) 

' Ах+А^Ш! о 4 * і 1 | і; Г п ^ Л 


I Г 1<$МѴ)' 1 


е 4 п 


цх -, м, следовательно, , настоль*^ 


II ! Дл;.( а е (у 1К \ о(|аI)Н 4 ( \ьы* ' л 3 1 ) 


Тогда мы ни 




йх\ 4 4 ( 
■фх ! ' і-ѵ 




I ' «ГЧ'ЧИ, 0 . 




■я II II 


-'1 X- 


ѴІ‘ I 1 .V , і 

) •! ДХІ 4 У ДХ 4 О 

И » 1 X « ' ;А_ 


отку. 




і л 




в 


2- і 


с/т (а, €, 
45 1 






А х ~ | 


| Д.'і | / С- | ЛЛ Ц при некотором С,> О I Д®Д® е .у помете? - 
ля я згу оценку в неравенство (2), получаем 


І Ф ѵ ®- 


АЧ - - 


ЪФ(аЖ іг д^(яЛ 

яч 


■ с і X- 


0} Л.х / 


(>) 


1 ч 

<.. 


о((си)|лф 0(И 

I ос. . 


Ч- {' 


а это означает* что функция ^(я) ди 
и имеет место формула ,(І( ? что и требовалось» 

б. В силу 1.47, для. дифференцируемости функции т 

достаточно - при выполнении остальных усло- 

суще етвовам нел~ 
.» При этом предположении 

функция ХХ( х >^) будет дифференцируемой не только в точке 
(а,€) $ но и в ее окрестности § неявная функция ^ - $Ы) ? по¬ 

строенная в 2 ф Хф- ц ■ будет также дифференцируема в окрестности 
точки х --- О-у •, и ее производная, иичиоляеімйі по формуле, анало¬ 
гичной формуле и) 


в точке ( а ., ъ ) 
вей 2.12 - чтобы в окрестности точки 
ре равная производная ^ ^ ^ 


(х. 


г^4 ;, (х « 


О 




1 


о 


X (*,$(*>) 


"д х. 


* ^ 


0 


будет непрерывной функцией в окрестности точки х. ~ , 

Применяя к обеим частям формулы (3) оператор —• 1^- ><%/ - 


мы можем записать ее в эквивалентном виде 
с) ( х 


Ъ 1 ) 


-) Ч" 


Ад^і/х^ 


9г 


о 

V 


14 } 




Формула М показывает, что у условиях 
дения. і|Ѵх) можно _ равенство О ЛМ^ФАВА1Щ!11Ш&- 

по ос ° , км_слошу 5 .^нікда_йт хи . 


2Д5. Случай числовой функции. Если в условии теоремы 


2 „іа г - ^О 


ОС , 16 


\/ 


X € р| А 


есть числовая функция аргумента 


4 $ 


то оке* 


и вещественного аргумента Р™« 

представляет собой умножение на число 

(<*■ Л) , Г\ 


ратор '" ьу 

" іл 

и его' обратимость равносильна’неравенству 


Г А$ 
и <у 




і^ . / г/ 

Величина производной ( А 

функции штат быть записана в виде 


в случае числовой 


?/ V 

Я И 




2.16* Случай функции Я>т • Здесь те о ре- 

іа о неявной функции 2Д2 допускает координатную, трактовку? 
а* Теорема* Пусть имеется система функций 

2:.4 = іл ( х і -ь > <У' п ) ] ' т \ 


А*- Зт*; ] . 

определенных в некоторой области пространства |ѵ а* т- 0 *Ф®Л* 
подозшы, что выполнены следующие условия г 

(I) Существует точка () - {а,, ..^ѵ 5 ■ >^т 1 ) 

такая., что 

Іл'л,,.. , ^ б^)=0 1 


І ( ^ 1 > ■ ■ > ^ ^ \ > 


) > 


оѵ . > 


. 4 ^ ) = О 


(2) Существует окрестность \д/ точки [с 
рой определены и непрерывны частные производные 


& * В «ОТО- 


і а С'Д 1 іаі 1 >.. Iс$ »*• > і 4 

'Эч; ' _ ” ! 

(7 ’О г 

(3) В указанной окрестности точки } А, 


«обман матрицы 


<? і !х 


'а и , 


О 

ѵ - ■ т 


и 


О у 

с/ I | 

• 'Ть 
^ о лп 


15т 


отличен от нуля* * 

Тогда* существует окрестность точки 

і в ней система непрерывных 

( ъ Ч і,(*тг , х ~) ! 


$ т - Ц ** ( Х 


> / х і 


такая, что 


/ Л *г) 




Г х л- 1 

,| \ - ^ ^ ) у ) 


,%(&<> Л Я Ѵт, 

'кѴ ,^т( Х '-> > Х »Л)~&1 


І (Х^ » Х ^}) V г]'Н>Ъ >^-л 


Г х ѵ. . х _ \ 


х4|- С ] 


Система функций с указанными свойствами может быть лишь едино *с~ 
венной* 

' Если в дополненіе к предыдущему известно» что в окрестности 
\Ѵ существует и непрерывная производная 

л ' <--1 1 I < ! 

'Іх . . . ... і 


л 4 
^ I т. 


:« Ч. 


ТО функции р) 1 > .> 7] ^ 


Ч (х) 


1 ч 

1 / д'Хі 


Яі- |і 
■ Як I 


.1 
'Ъ X*. I 


/1 - 

дифференцируемы при му 



М 

/? 

4 X 4 ) 


О 4 Ч 1 I 

^.ХІ МУ-1 

4 - 


^ х 1 


2.17. Теорема об обратной функции* 

а* Пусть а 3 -= #0 : I м ^ У у -* ^ I /” ФУТОВЪ 

дифференцируемая в некоторой окрестности точки у - 6 <г~ *у 
причем оператор У (#) непрерывен в точке У™ Ь й 
ТИМ* Пусть >/(&,-&. С X * Тогда чествуют окрестность 
г х ^ . / а і с Г і и дифференцируемая Функ¬ 

ция •/..*. IV: Я -> У такие» что Ѵ)1 * ^ П Р К 
всех у с X > причем оператор ^(х.) (X ^У ) ****& 

обратным к оператору </'(^) ? 

С(* [+<*>]'*■ > г *® у ■ і и) 

Доказательство этой теоремы получается ..непосредственно из 
теоремы о неявной функции» если положить ЯРс-^^)“ х ^ Ч) 


где // - X х ^ 




I заметить* что 


И» ХѢЧгІіЛХ-К±'*** ѴМХЬУ'Ѵ^' 

Тк -**. 


п>4ч**й 

■я* __,миЗй ч л«№.■■-»»*»>чЯЯ»«гч 


«лѴ 


б* Отображеніе |М Ь<~ Х“*“ -■ 
производно®. ' |*'С^) назнваетоя^д^в^ 
оно взаимно однозначно (о (г на |( 




с непрерывно® 
ш & б" 9 оолш 
$ом- ест в си шшо 


опред©ленное обратно© отображение * •|(б)^ 

также обладает непрерывной производной*, ,. ■ 

В «шог а» досрт, ііЗШІ'У 0ловмем того * ,адобн отображен** 
і «? І(х.У) о непрерывно! производной | М бело дйффеон**ѵ- 
юв некоторой окрестности ИМ *<**» ^ е Ст 
обратимость оператора *. У СЛ0В1іе я 


того, что он 

0 ? І" . \ «Г .* 




т жъжу ирі надшш обратного до 
з®, у? \ по. л* 33а должны 

О 4 О / ... ,» . 






іП ш\ р*/л р . 
М> (О * і-іл)® «—х 


вешто у 


/*■' /* 
««а*** 


| ? {аЛ обратим. р-, д^'у^'Ц 

. 1 . шям имеется диффеоморфизм ^ - ^(х)*-• А 
то всякая дифференцируемая функвд* *- ЦГЧ») ■- 6-^~Х ѵ шже ’ 
выть кредоіавлева, как дифференцируемая фукяия оі : ; - 

вытекает хэ формулы 

г=сд*.)=- 9 (4Й » гдв $<$= Ѵ Г(^)) 


Г \ л. «Г«* 

Х> | 


/', ля» ѵ\ 


в* П] 


ношрйій* Д — ГѴуі у 

ш координаты о:. 4 5 


ординаты и», у , * - > »ѵ^ * —*.—- 
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, і*. * а в пр 


в X 1 -У конеч* 

странстве ' X ®юбр~ 
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означает» что дм функция ос*« \рЫв)$ представлявщвй поверх 
нооть. уровня функціи ^ (ос) $ ш проходящей через точку 
С1= (Лі ,4,.), (си, «X,, й і€ Ха ) пр» та *»м выборе под- 

пространстве У' имеем 




спрашваеіоа, к жажоіде проохейкену виду можно блек тогда приве¬ 
сти уравнения (I) ? 

Дж ответе № вновь предположим, что ранг вискаш (I) равен 
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.Детерминант этой системы равен I, и величины %*>. * ,,%**, 
действительно могут служить- новыми координатами в ярее*да 
У • Равенства (і) с учетом (2) приводятся; теперь к вод 
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р * 55ч 
- ’ 


^***<,. 


Очевидно, зте и есть таиболее простой вид, в котором мож~ 
но записать линейное преобразование (і) переходом к новым хооор- 
динахам в пространствах X * 9 * 

б* Рассмотрим аналогичный вопрос для, дифференцируемом функ- 
*** $(х) , действующе* «в 6<= X- » Ѵ= й/ т • * 

координатной форме функция 2{х) записывается системой урав¬ 
нений 


Спрашивается, к какому простейшему виду можно привести 
функцию ^ *» , если в окрестности данной точки о, с- б 

и в окрестности точки ^6ц) разрешено переходить ж новым 
координатам с помощью подходящих диффеоморфизмов* 

Для ответа будем предполагать выполненными условія теорем» 
о ранге 2*216. Б пространстве X введем новые координаты по 
формулам 
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точке, а, по условию отличен от нуля» В силу теоремы о ранге 
2 @ 21б меззду величинами > . . .. в некоторой окрест 

оти Ѵо (ё) точки • ё - имеются соотношения 

с( & ~ $, ( у< ^ г - ) , Ь - Ъ > • - ч т ' ^ 

Введем величины 


ІО , г; 

X 
С. "с. 


<з 




7 Т-И 


.... У? 


"С. + < I ч|* 1 > 


V 


Зде< 


ЙТі 

0(2 

С Ил 


ф 

I *?ѵч 


I/ 

«•-і ^ 


° с: Ч 
и і 
/ (7 & і 


т. 


!./ 


-Г 


-іт4. 

СІ т 


і > 


ь \ 

12 С ГП-/ 


І/ 

> ; ' * > гПІ *"П 


поэтому величины 


п 


мото принять за новые координаты в некоторой окрестности у,, (. 


* Теперь равенства (6) зиодут быть переписаны 


Ь .у Ч о Л ч ■ к 


(7 


в виде 

ь~- 

ь. 

} ? 


л 


"2: 


'ь-ч1 ! 


Т/Ч 1 
■> / 


Ѵ7 


С 


т 


О 
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Соотношение ЦІ) можно трактовать! как своеобразную “ко; 
тт вт ив н о ст'Ь* это! диагвашод* из любой точки е путь 


стрелкам ^ • и іі приводит ж тому же результату в области 
Д4 » что і путь во стрелкам €о и ЦТ * В конечномерно; 
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ними9 и теорема доказана., 

2 Р 2 б* Особые точки* Мы расоютрим » этом пункте поведение 
функции ^(ой.) в окрестности ее особой точки в яеско.ш:>гх 
простейших случаях. „ 

а* Пусть функция |-{х) есть вещественная функций 

вещественного переменного х , ^ . в обыкновенна 


точке (Л. 


V -бУ \ 
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согласно общему определению 2*22,- имеем 


)4- 0 $ и функция р(х) отображает окрестность точки 
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Рис * 1.6-2 
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В особой точке ■=:.(/ 

. н отображенія окрестности точка Со¬ 
на окрестность точки ё в общем слу¬ 
чае уже нет, как видно и» рис. 1.6-2. 

б*. Пусть теперь І-(ос) , 
попрежнецу функция вещеетвенного 
ос с , |\} у принимает значения 
в пространстве кё к ,. • В обыкновенной 
точке (а.* Ю имеем ^ } {а)-ф 0.,гех 
что у кривой 1 1 , годографа^ функция 
&(-*>) имеется в точке (> опре¬ 
деленная касательная (рис. 1*6-3). 

В особой точке ^(а) - () и о ка¬ 
сательной сказать ничего нельзя. 

Здесь мажет помочь привлечение высших 
производных- функции |(хЛ 9 сущест¬ 
вование которых т сейчас предполо¬ 
жим» Ъ общем случае векторы %*{&«} 
ш. %■**{&) линейно независимы 
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видно, что кривая ! о точное?> о до малых 2-го порядка мжя? 
в плоскости, натянутой на векторъ- Ѵ(&) и |^(Ѵі * Если 
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с 'точность® до малых 2-го порядке имеет вид 
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Мы получаем параболу, изображенную на ряс. І.6-Ч. 
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линейно независимым о* |'(лЛ а- і (а,} и 
обозначая соответствующую координату в трехмерно» пространства 
Ѵу х 1 °%) , і| %4 ^ через *с, , по*» 

:есхое представление кривом Р о точностію 

до ш-дых третьего 
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так что кривая П с точностью до малых третьего порядка 
лежит в плоскости, натянутой на векторы * ѵч/$>' ш | (а~)/$ ш 
имеет там вид, изображенный на рис. І.б-б. Но в то время, как 
в обыкновенной точке у кривой Г 1 рис. 1.6-6 изображает только 
проекцию кривой к на самом деле у нее заострения нет, в особой 
точке у кривом Р - в общем случае - фактически имеется заост¬ 
рение. Привлеченіе следующей производной і- связанных с лей. 
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Кривой от ПЛОСКОСТИ -|г |і *{<Ц % 

ш$ т (а*) ? но заострение сохраняй 

та (рис* 1Дб-7). 
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Рис* 1.6-7 
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О* іІуСТ Ь ФУНКЦИЯ ^ з Д ■** ШІбв'І 

числовые значения* Вели (<к>$М) есть обыкновенная точка, 
то как ш -видели, ФииІ $-М-Ф О , следовательно$ 

есть в пространстве X направления, по которым &(хЛ ' в 
окрестности точки- Ои меняется ладнотонно, так что область шут 
чений функции на оси СХ заполняет целую окрестность точки 
©** • Если же (а. } І-/Ѵ) } есть особая точка» то 

$ЪоЛ у(а)=* 0 9 так что приращение функции 
выхода из точки ас>«- <ь- есть малая высшего порядка но арщ 


дг ѵщд ^- ^и> у *■** * *■ ** * * X' ** X’ -•*« - ^ 'Г Д 4 *■ ** ** Г' 

выхода из точки а&«- О- есть малая высшего порядка но срав¬ 
нений С | Х“"^| » 

Такая точка сс называется стац ионарной^ дочк ой? ж встре¬ 
тим такие точки в теории экстремумов (§ 2.3)* 

В окрестности -такой точки образ функции может не покрывать 
|Й ' делу» окрестность точки 4» , а, 

§ і - - ^ ^ например, только лишь ее половину 

т / І X (рис* 1.6-8). 

I I и» п \ 

| ‘_ДД Теперь, рассмотрим особую точку 

I ___ для- отображения ' Я ~ |^ж.) •. (Ь^ 

Основным типом такой особой точки 
/ О ..X является 0Еіш|к_а^ 

/ Для- начал® рассмотрим копире?- ' 

Рис. 1.6-8 нов отображение Ц = (&) -. Я г -Ж. 
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Ранг этой матрицы равен 2 при && -Ф О и равен х нт х^О 
(т*е* на оси &< )* Отображение (I) вс» плоскость 
переводит в верхнюю полуплоскости і|* > О » причем каждая тон¬ 
ка- ^ этой полуплоскости с $ Л Ъ0 имеет 

ровно два прообраза &*=$« , х* ^ ±: \| {^ находящихся, 

соответственно в верхней и нижней полуплоскостях плоскости * 
Более подробно рассмотрим вертикальную прямую * санліг , 


рассмотрим вертикальную 


СС* » ао»лЬ 


! когда тош 


011 ^ С іС й %$ ’і ѵ ѵ .і- 


<4 ^ ^ § когда точка 4 x^: 4 ] сп$оіиа«*и 

по этой прямой от -г о° к - * ее образ сначала .спускает 


ся по вертикали ^ ~ зе^ от -*- 00 Д° точки --• С* 

и затем поднимается по той же прямой к -- + <*=> * ’Гаісое от ос 

ражение, естественно, называется , 7 

Рассмотрим теперь общ»! случай отображения | № , 

(ѵ с'Л 8,4-— 8ѵіы’ «* І^УбТЬ ЯКОбиаН -У СХ-) 0'Х* 0бр<іЖоНі&й 

в некоторой точке (Х€ (г равен нулю# Вообще говоря, характеі 
отображения 4 (х) в окрестности такой точки может быть, весьма 
сложен і мы покажем сейчас, что при некоторых дополнительных пред 
положениях отображение ^(х) имеет тип складки* Более точно® 
мы покажем* что если не только сами функщш (ъ) имеют 
класс С 4 " » но и все их- производные ^&йже принадле- 


*Р диг о р л -ѵ р {1 

| 2 *< .А» •*-? ч^ - 4 » V.* 
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к этому классу, так что, в частности,. %/сх) есть также 


СД - функция, и если • также Ла) 409 и, боле© того* 
фъа .4 СК&) не лежит в "градиентном подпространстве** прост раж 
зтва. У-~ 8»ѵ (определение будет сейчас, дано),то при движаіши 


точки х.€- д шо кривой, протыкающей поверхность 
3 **^ зс^Х : -- О } в пределах некоторой окрестности 

точки оь- , соответствующая точка у *=* 'по некоторой ."-ь-'/Х:- 

доходит до поверхности У-*» ,. а -затем по атой 

линии-возвращается в обратную сторону* ^ 

Пусть- отображение ^ ~ ій) ; Х = (ч > , ѵ Г ѵ “ Ц*- #* еег '" 
в базисе €< (так чтс се. я* ^ ае.* С* ) айвлзт--. 
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ной суммы можно разложить по столицу» іде стоят 
коэффициентами, равными некоторым шнорам исходного 
Но в*нашем случае по условию 0 ^ ^ значит» су^сг^ 

вует направленіе С > Б котором 0 1 см ' Д0 “ лч ' лЬ ;1 0 ^ 

т матицы № сущеетвует_ьтнор (М-> 

Х=-0- В4 0/ . пусть ЭТОТ МИНОР» 

юш' определенности, располагается в первых (к~ Л “і® 1 "- - 
первых (и,- 4) столбцах матрицы (а,). , ч 

Рассмотрим в окрестности точки (А-, > — •> ѵ * Шѵ ‘ ѴІЛ 


порядка матрицы 
'С- п ;-=г5? 


Н-*У * 


.к да 


Н-, = І-і 


•** 

5 ==“ Уѵ~ Л 


'■Л -, • > х «> 


УѴ * 




Но этому величины' > . . . в некоторой окрестности 

точки сс могут служить новыми координатам» (2 Д7в)* В этих 

координатах отображеніе $■ записывается формулами 
ѵ- 

•кИ/ 0 ^ . 

<5 «--а» ^ 


^ п-1 "~ 

и ір/'і 
уГ к - 


Ч- 


^Н-1 


‘'■4 > 


где 




согласно 1*33, имеем 

I Д Чк 


/ ® 


П ий <а ** 1 


0 ІУ§ 


С х ') сіеі--- [| 


/V , / ^ \ 

. А_ ^ ^ I *&>■ I , к. | 

ѵ ; і ѵ / 

'.Іс/ Але* ім 

л5*ь~- — іа■цр : •-• -■*-- - И 

4 Л I! Ам'ѵГ ,і Ш*-1 й/г) Лрй) 

й '* } ЛД,, Ѵ > 


“^Зв»— 




Далее. 


- О 
Ч -<тт 




о 


и используя также І*34г ? на- 


з іо ) = ^3 Вй • лл + 6й Л лі 1 ГЙ = ВСл} ^ л- 


а\ і 


л) Г* ' ■ • 

■ ЯіГ(а) 

Если бы было 


. і- 


ы-н. 


, . д 

| «■•'■*'""' / ух ^ 'І 

(^ша *5 р~ ѵ А~' л ‘>) ~ 


\ ■ 01 


„ \ 
р. \ 


'ЪЧ*.-Л 


ол»А -'« 

ч/ 


V/. і 
\ і $ * 


то ^(°~:) линейно 


выражался бы через Шм ^ ? - 
ш не имеет'Места* 


реме о неявной ф 
или,.что то же, 



, |/0лг/^к-1 | ЧТО ПО 

Ф 0 . Отсюда, по теод 

ѵі{х) = О 




ш получаем, что уравнение 


, ми дао разрешить относитель- 
.„ >ѵи , так что в координатах ^«.ф- • поверхность 

3>~- {-х : $(*) =0 3 может быть представлена в форме 
" ' 60 - Функция с непрерывными произвол- 


Ща 

ними пс) "своим аргументам в окрестности точки а, «=■{*'•> ■ ■■> ч*-*)* 
Вне поверхности 3 мы имеем 0(х)фО % пусть для опреде* 


У1Ы 

ленности 0(ос)> О ®*над п поверхностью 3 * **е 


при 




■:т 

■Ц 1 ? & 


і ?'-/ / 


Л* Ь~ * Ьѵ ^ •><! , ..., Ь? 


■года, поскольку ф&А'Л&НО 

, р ^ у^ 4 \ 

І"Э $ т.е* при ^-и,^ ^Г5 *і 5 ’ ’ * і 


.>**' е. 

> и - -’і I 


«под** поверхностью р * *•«* ^ ;й > •’ ■ >>~ п "V 

буірт выполняться неравенство 

'' Пусть С = (с, ,...А) хочм на поверхности - » >‘Р е 

уелах указанных вше окрестноСіеВ точки Л . Отрезок 

л г - Л «*- л 1__ і, ГИЙ !т I < іі— ■ * 


ак что 'ж 


ДС««А -- ~ , -т, I» ? V Г 

/> |ѵ . _Л 'г~ _ г» I , где т:И- Ь- » 

V ГГ Д ч - • - і Ѵѵі-4 у ^ ^ ^ 3 .. * ’ 1 . і § 

протыкает (при ' Ы О ) поверхность Ь .В проирадаям со 

обшз |-(В) поверхности й имеет уравнение 

^ Л .=<|(?<, - >4-к-1 > МЕ> ' ■ --к-Р)~ 1 | ’'; ’ 1 * а * 

так» класса С- 1 • Далее» образ отрезка і кит иа прядай 

,•• - 4 к-ч= е^і , ^= 4 ^- У • 

„ Оу Ок«> ' 4 /ч/ л * так что 'Ш-Р- .•>* О 

При этом ~ %г чЯ^) ' г йЪ 

при 4 > О И ЭДй. * О при 4 ^ о . иы ВИНЫ, ~ • 

при ' 4 > изменяющемся' от в до - Е » когда Т0 * Ко 
>-/»\" Гл с , с 4 . 4 -\ пробегает отрезок Е *'сверху 

вниз” < соответствующая точка і І^Я) і П Р Й "Ь > ^ 
ется по прямой Ь до поверхности | (В) й йрй ^ а “^ е 
убывании *Ь поднимается по той же прмой Ь вверх^ -ль * 

означает, что отображение. Д-Э®* 250 ® 08 -®^- ~~ 


‘ « ЗВи^- 

2яі^ .^ о 


А Д-. Ч.ЙДѴ *■ -Л» •ін' ,' г ~* { 

» " д тЬ 

4 -С 0 . Мы видим, что 


Е сверху 


означает, что отображение. Т іЛг ^ 

тдчк^ Ои іщеб^зіц^ЖДаДІЕ» 

д» Особенность следующего типа» ,г 0с 

лримере отображения ^ ^ 

ц і ^ 


г п мы покажем на 


I XI) 


-х, ( х а + 


Здесь мы имеем 


,. А , И /| ѵ/ I 

^Й= ^ Н дЕ-® ’ = -РС^ЗжІ- 1 

так что особые точки располагаются на параболе 
(рмс* 1*6-9). При этом ал,о~4 іч > Ір**#*.- 


п Л 

^ .ѵ> 


- ОС -“4 ч.^ 




С рис* 1*6—9)* При этом > 0'<■&-'($ '^л + {Еі-< ' <і- л 

и в особых і очках градиентное пол пространство порождается, вс 

тором * Далее 


и У(к) ^ - е 4 -в 6 


'л, • 




$ № (' \ 
іхай ,Д :Х 1 


1 II рі бЕ* 4 О 

не лежит з градиентном пространстве | 
по предыдущему, особенности яри 
СС- 2 , ФО і т*е» на ішраоол» і 
■вне ее вершины, ест ь^особенности 
па складки» 'В точке (0, о) ^гт і 
лежит в градиентном пространстве®. 
рактер отображения здесь легко устано¬ 
вить непосредственно из рассмотрения 
формул (I)* Как и в г , каждая 
тикальная прямая,- ш 

плоскости ' отображаете» 

I • - І У 

с й = Х л - во**Ь 

Но при ос..< -«с: О і изменений от 



Рис* 1*6-9 



на 

плоскости 


„ о© 

до 

ч- 0 ° 

величи- 

оо 

** 

ак что 

пря'Ші ; 

5 ПрЯ 

мую 

1 

СопАЬ 

ачно і 

а 

при ау 

4>0 Д 

л» 

г: 

іначала 

воз раст 


Рис* 1*6-10 


взаимно 
как функция от 

ет от -о© до положительного значе* 

нее у Щ~ 
и» наконец, 

Таким образом получается отображение 
о три-да проходимым отрезком X Р кС * 

,,6—ь.О. 



4 
I 

10 и -чг 

•А\| _ 


Та особенность, которая при этом образуется в ^Ь ѵ// 

вается "Сборкой"» ,, 

е. Обобщением складки и сборки является «особенность *мхя» , 

задаваемая уравнениями в пространстве ’Р/^ 


Л 


р - л 1 
* 


ое «с- і 


о \б-і. К.+-1 

^ *-■—ОС^«г—^ч х а • ■• ""^'4 Х к + ° Сѵс 

ж* Существуют и более сложные особенности отображений. Для 
распознавания особенностей Уитни имеются общие теоремы, анало¬ 
гичные теореме из в. Вообще в настоящее время ососенности^д^феи 
ренцируемых отображений привлекают большой интересе им*,например, 



степью ВДДрнольда: "Особенности гладких отображений” 5 в 
т* XXI, ,вып. I (Х39), а также обозник переводов ‘‘Особенности, 
дифференцируемых отображений”, издательство "Мир", Москва 1968., 


§ 2.3* Стационарные значетіа числовых функций* 

2*31* Экстре м.у м ы* 

а* Пусть числовая функции у |чх) определена в 'области 
От нормированного пространства К * Внутренняя точка сіе (к 
называется точке! ло ка льного мшш ума „фун кции 4'6 е ) > еСЛй ВСЙ ~ 
ду в некоторой окрестности точки выполняется неравенстве 
4 ^ ^(о)* ^ алогично * внутренняя точка -в & Сг называется 
точкой локально г о мак с имума функци и , если всюду в неко¬ 

торой окрестности точки- % выполняется неравенство * і ; {1, 
Точки локального максимума а точк» локального - минимума называют¬ 
ся точками лок ально го экстремума* 

В точке локального экстремум*, одновременно реализуется и 


реализуется и 


локальный экстремум, вдоль каждой .прямой, проходящей чері 


ку* Поэтому,, если функция <|р(ое) дифференцируема, то в точке ло¬ 
кального экстремума обращается в гуль производная функции ^(хЛ 


г одномерному подпрост ранг тву (І*46г)# Вспоминая вараже- 
■водной по одномерному под пространству, мм заключаем, чте 


і те производной по одномерному подпространству, 
в точке сс локального экстремума функции \ 
вектора к € X имеет место равенство |4'к}|ѵ 
словами, в точке локального экстремума оператор 
ся нулевым оператором! 


I дм любого 
) I другими 
г а.) становит- 


(X) 

* называются 


Точен <Х , в которых выполняется равенство Ц.},, называют с, 
о тали о наши ж _то чх а миЛ гун к ции 4(ж) * В каздой из них главная 
линейная часть приращеніи функции обращается в нуль* (й следова 
льне, приращение функции имеет высший порядок малости по сравни 


следоватеі 


Вообще говоря, это еще не означает, что в точке о*- обяза¬ 
тельно реализуется локальный экстремум функции |-(х) , но, во 
всяком случае, искомые экстремальные: точки содержатся в числе 
стационарных* Найдя стационарные точки, следует каждую из них до¬ 
полнительно проанализировать на "характер стационарности"* 




40 * 


О 

.1 / ’\ 


б* Рассмотрим случай К*, » 
Тогда уравненіе (I) равносильно системе 


'ІЖ, , . . ■ з ЖЖ у, 


к, уровненш 


неизвестны»? 


?>*•’> 'Л. і ѵ 

) • ' * I ^ У/ ,вг. /1 


'3 Х< 

^ ^ іа ^ > , . „ у {к П.) 0 

3 X к. 


а разыскание стационарных точек приводится к разысканию решений 
этой системы* 

Это - известный результат классического анализа* 
в* Пусть М есть отрезок ае-4 ё '. вещественной оси 


е ъЛ шар в нормированном пространстве У с Цеиг- 

* / «_ спгѵ . \ п М « Л «.. 


ром в точке, о- и радиуса * Пусть УУ"ое> &) веществен¬ 
ная функция, определенная и равномерно непрерывная Йк V' 
и обладающая равномерно непрерывной производной * 

Пусть далее У(М) нормированное пространство всех непрерыв¬ 
ных функций М—У с нормой І^С*И Л 

и \/( М ) с: У СМ) совокупность тех функций у^зе) е У СМ)* 
значения которых лежат в жаре V" » Как мы знаем из іЛбм и ^. 
1*48 в этом случае определен оператор : Ѵі 

действующий по формуле 


Ѵ(м)-|г(И) 


сей от 


ді с=о = 5 (■*> %(■** 


представляющій собою непрерывное и дифференцируемое отображение 
мз ѵт * К/(М\ С производной 

■ . и/ , Л 

этот линейный оператор действует на элемент К,*- УіН/ по правя- 
лу ■ -* - * 




Рассмотрим числовую функцию на 




к найдем ее стационарные точки* Для -этого составим ее производ¬ 
ную 


А«/ 


Это есть оператор* действующи!! из ч 

і 




К/^ по формуле 


Лц, 

V, 


7 



(< 1)7 ч | 

1 7Т(Г~ кЫ) ах 

і 


стационарной точке Оу ^ Ои(;х.) выраяени 


Д М к.= о . 

е е. Мх) 

Мы покажем* что з 


Леша* Пусть при ка**. 

"«•ПГСРііхікцій ф—----- <Гі - ^ 


Іъ і иначе говоря, интеграл (3). 
о б раздается в 


іае и фуз 




(п 



\0 

гтя & 



:$?> ѵ 



а Тч 

-$т / О | 


р<і 

44 Ч. %2 Л 




I . 

‘УН 

кшш 

|-і і *». 

.} ** 




^ /у,. \ \ 

-Н,^І 






** АОРТУ « 



.у йбдеу * 


. >1 

мне ЙII 

ай 


ао ПТШ 

V Ч 

*• ■ 


Уні .і 


за] 


К {іо) & 


:ал 77хЛ на пространстве У 
от х- * и пусть для .любой непрерывной функции 

У си) 


хе 


о 


юлняехся равенство 
4 к- (х) 0ІХ “■ О 


( і* ^ 
г 4 I 
ч «./ 


гОЧ 

•= О . 

Доказательство* Пусть для некоторой точки е 


имеем 


... г,, а 

Ь І 


О і пусть, например, | ^Р(е.){{ ~ м ѵ и" 


В силу непрерывности $>(») можно найти такое *&'>() » что 


при | х— - с I 1 Б выполняется неравенство | Рс<0~54*-)| ^ 
Рассіютрим в пространстве У такой вектор С » ікіЬ-і Г' 
что !Р(с\ к. •> • | тогда дм |х-с| 

иметь 5>(х) к ^ 


[РЫ^У)} к | > ^ - /| 


Пусть теперь о вещественная непрерывная функция, отайч- 

. _ л % * __ 


мая от 0 только при І-х-еЛ * ѵ 


| Г С' ( ас.) Лж^ 
Положим к /уг 6*У 


и такая, что 


ИМ 



О 


-, с- 

0. * о 
г 




... 


•С/ \ I ■'':** ( Л /I .';Ъ- 4—— 

,І(Х) К' Ь(.Х:І *ДХ~ 


ІА '.Ѵ 1 .. ■ 1 — 

/О 


6-0 


А- О 


что противоречит условію (4). лемма доказана* 
Используя лемму, ж получаем длі 
уравнение 



*кодш 1 Х Ы ) 


гешая его при каждом об и выделяя непрерывные ветви решений 
- если таковые существуют ~ получаем множество всех стационарны);: 
точке функции СІ I.У3 • Для выделения из них точек экстремума 
требуется дальнейшее конкретное исследование каждой стаціонарно! 

точки. 


мум» 


функций от жогонер 


г* зг. 

а.Опреде л е н к я* Для числ 
ного аргумента Х,е- &-<ю X возникает 
них задач - задачи іа условный экстремум* Постановка- задачи т 
условный экстремум такова* Нам задана, как и ранее, числовая- дш'і 
ференцируемая функция . ^ | (ос.) ((у<=- ){----^ К-) • Кроме тоге, • 

• нам задано новое нормированное пространство % и дифферечіш- 
руемая векторная функция і^х) : {■, % % из принимаемых е:в 

значеній в области (т ж фиксируем некоторое значение (Іс / 
Условие 

У/Ф-С • (I) 

выделяет в .области 0 - поверхность уровня функции у(х.) * 

Точка Сс& (у -назыыается точкой уддовда го ло кального і шщж* - 
Фтеш- $-(•*) ри5ЭД№-11}^ если у(а) «• Ъ и.для всех 

точек оо из некоторой окрестности си , удовлетворяющих 
условию (I), справедливо неравенство ■І(ое) * Иными 

словами-, точка Си , лежащая на поверхности уровня (I), есть 
точка условного минимума функции і(х) , если для всех точек, 
этой поверхности уровня, достаточно близких к точке Си , вило л 
няется неравенство -|(=й)> * При этом вовсе не требуете, 

чтобы неравенство Л(х) > і-(аЛ выполнялось для точек ос. , 


хотя и близких к Си , но не лежащих на поверхности уровня 


('У \ 


Іка логично с 


знака ">. 


на 


* определяется 




точка 

Точки условного максимума и условного минимума вместо .тт 
ваются т о чками_ ус ловног о экстрем ума. 

Ниже будет найдежо необходимое условие, которому'удовлетво¬ 
ряют точки условного экстремума* Предположим, что рассматривае¬ 
мая точка <х является обыкновенной точкой поверхности. (р(х )=■(?■ 
( 2 , 22 ), т.е. существует такое подпространство У, с. У , что 


оператор СХ±~** &>) обратим» Тогда, как ш знаем 

(2.24в), на некотором подпространстве Х й с;:і X ' » составляющем 

В'прямой сумме с Х 4 все пространство X » оператор 

ОФ(о-) 

' совпадает с нулевым оператором» 

б. Лемма, ^обшсно& щшоЕц точке ■ си , уцлрвдргр.экстре мтаі; 

Функции . ^(ос) Д^ВСЯКОГ0 к х €■ X дщем- ^ ~ С • 

Доказательство* Пусть для некоторого к* & У это но 
выполняется, т.е* ^ О * Мы утверждаем, что для лю¬ 

бого достаточно малого оСе Я± можно так выбрать к & '%< ' , 


Т' лежат ъ на "по¬ 


что точка а+ ^и а + Іг -і. по-прежнему будет лежать на "по¬ 

верхности" (і), т.е* 

СР ( й-Н- Іг еЛ к •!) ” (1 

) 

при этом к* есть бесконечно малая величина по сравнению с 

о^, . Рассмотрим функцию ох е>4 и К,.*. г 

4* ^ .>2) 

При = О > к,, -- О она обращается в нуль* -Далее, 


Л-і 2 у 


О к л 3 ' "б /и 


она обращается в нуль* далее 


( 6 (р (чх) 


! ЗС.г О- 


по условию есть обратимый оператор* Применяя теорему о неявной 
функции 2.12 мы получаем возможность выразить к* из уравне¬ 
ния (2)| пусть, например, это решение дается функцией 

к , = 4 ^) О „-~)0 

Функция Ч' (°0 дифференцируема (2*14) и 


ш 




ПОСКОЛЬКУ кд/- И О • Поэтому ІЬі - У Ы,/■— 

бесконечно малое по сравнению с * 

Рассмотрим теперь ^ (а*-оі к г л ) » где есть 

уже найденная величина ил(оі) • Мы имеем 
^(сі + <*Мг г + Кі)~ |(а) =• Іг-і) + об^кг+іч) 

' <з( ^ Іч 4 -р | Ѵ^-) к 4 4 о(У Ь* + 

Справа первое слагаемое есть числовая линейная функция от 

с угловым коэффициентом ^Уд.) кй. ^ <2 * Второе и третье 

слагаемое бесконечно малы по сравнению с е^- вместе о Іг..^ » 

Но в таком случае при о^-О, к-і ^ к і - О функция <рх) не 
имеет условного экстремума: точка ос+о) Іѵ й + к ± лежит 
по доказанному на "поверхности” (I) как угодно близко к точке 
Ос , а разность (ок) при разных знаках об имеет 

разные знаки* У а/ і 

Таким образом, из к а &Да следует { (о~) к* - О , и 
лемма доказана* 

Вообще будем называть обыкновенную точку <Х на поверхно¬ 
сти (I) ус ловно стационарной точ кой .функции $-Ы) да^лювяш, 
и>(ос)~ С, , если .$ } (а) к, ь - 0 для всякого к :1 е У г , где 
Хх н У левое подпространство оператора ^(<г) * Всякая условно 
экстремальная точка дифференцируемой функции | (х) является 
условно стационарной$ но условно стационарная точка может н* 
быть условно экстремальной (как и в теории абсолютного экстрему¬ 
ма). 

в. Теперь мы можем сформулировать необходимое условие для 
условно стационарной точки (следовательно, и для точки локально¬ 
го условного экстремума): 

Теорема* Есл и точка сх. есть ^условао стаци онарная 




функции |{хі : (?■• <= X Я 1 при условии • (I), ТО существу» 
сой линейный непрерывный функционал ХМ на пространстве 


точка функции ф іх.) •• іу с - Л 
ет такой линейный непрерыві 
1 6 , что для любого к & 


^ ~ X I XI - (з) 

Д о к взательство. Определим функционал кМ » 
используя формулу (з) и обратимость оператора 5 


(&) 


4 И іР ( 


<ЪХ Л 


Непрерывность функционала \(т>) следует из непрерывности 
оператора■' ' и непрерывности оператора |К) • Посколь¬ 
ку Іг®- )г 1 + к г » где /ц ь Хі , к я <= Ха. ,и^по определению 

в условно стационарной точке имеем Ь г рО } | М “і.;' ѵ * 

равенство (з) достаточно установить для векторов | г 1 6 Хі. * 8 
для. Х-Ігі оно очевидно, следует иэ (О. 

Г* Иэ теоремы в следует и способ разыскания, условно^ 
стационарных' точек# Именно* мы рассмотрим пока неопределенным 
линейный Функционал к(: х ') и составим функцию 

В искомой условно стационарной точке «- функции, удовлет¬ 
воряется уравненіе (3) 

что представляет собою выражение того факта, что точка о 01 ь 
стационарная точка (во всей области (г ) функционала * 

Тем самым задача об условно стационарных точках сводится, к зада¬ 
че об отыскании обычных стационарных точек некоторой другой функ¬ 
ция с неизвестным функционалом \(як) . 

Среди условно стационарных точек находятся и все условно 
экстремальные точки & -выделение их из совокупности всех условно 
стационарных точек требует - как и в случае абсолютного экстрему¬ 
ма - индивидуального рассмотрения каждой условно стационарной 
точки* 

2*33* Примеры. 

а. Пусть 





К,*, 

г- 


Таким образом, условие можно записать в виде к чис¬ 

ловых соохношений 

(х^і г? х к ) - е, | 

■ • • > = С-, ѵ | 

Линейный функционал А.(' х ) •' определяется задани¬ 

ем |б чисел Х л ., . .. > Х»й и действует на вектор 


2: 


> - - > 


х к ) *о |<Р К'г 


по Формуле 


XX, 


Ь 

*| /С* $ « 


-г а. и *о 


ѵ.. к 


Решение задачи об. условном экстремуме теперь сводится к отысканию 
стационарных точек для функции 

^ ^ {Г^ 

^ ~ ф{х)~\][і^( х ) | — I (щ Хі, Цч. >'• ■ • «-І 


Числа 


называются множителями^ Лагранжа» Для решения этой- за¬ 


дачи мы должны решить уравнение 

У (ос) =Е- - 1 Мр^-*) - О, 

или, в координатной записи, систему уравнений 


О Х 5 . - ■ , Хп) 


^ О X 


ПнЧХі , .. 


~Ь X, 


^ Ч (0 ' І -т 'Ю ^ 

О Ц і, I -<■ * , . - .. *±2ьи 




) - ііл ... л 

л “' В М 

V '• А - Ѵх 


X ■ Ы 


Таким образом, задача приводится к решению системы к,+ го- урав¬ 
нений (I) и (2) с неизвестными х,>. . >х^ ^ , ..... \ К 

Это - известный результат классического анализа» 
б. Как и в |*31в, рассмотрим функцию 

^ ) - і У (щ ^)) ^ • V (и) Р, 4 

, - * <т -> ч 

ифй тех Же условиях на чГ О»#) )* Будем искать ее условно 

стационарные точки на поверхности, определяемой другим алалогич- 





^€Тит 


ньш выражением 


ц.{ зб)’|<я;; 


эс ~ Ѵ.^ 


где на б’(эс^) наложены такие же условии, как и на * 

Пространство 2* в данном случае совпадает о В-і , м линейш 

ный функционал есть умножение на число X * В соответ¬ 

ствии с общей теорией искомые условно стационарные точки есть 

обычные стационарные точки для функции 

4 


Для их разыскания согласно 2*ЗІв, следует рассмотреть уравнение 
07(х,}Н'х)) _ ] 0<у С*-> яС*й. _ А ,, ч 

7=і , А- ~-~± л . Е/ I Ц} 


и отобрать из возможных решений те, которые удовлетворяют уело» 
вию (З)* 

Пусть, например,_ [о,ХІ> ’3 г ( ас ^і = ^ х > 

Ь"(х,%)~ і С- 1 5 таким, образом, мы должны найти 


условно стационарные точки 

г 


ТЫ 


Ц°(х) ах- 


при условии 


ХЫЬ№^ = 1 (6) 

Уравнение (4) в данном случае принимает вид 

?> ^ - ИХ О 

Его решения* О непригодно, так как не удов¬ 

летворяет условию (б)§ Яя.Сх)^ 2Л-- годится, если 
<2, X. і ... "3 

Уз “ 1 * Итак, имеется единственная условно стационарная 

точка 4. • Является ли эта точка точкой условного экст¬ 

ремума ? Положим ^Ы) ~ І -*• (х.) „ ГДЕ |бА)| НАла 


тогда мы получим 

4 


7 (ф - [ ф(х)(І Г г= и 3\еЫ) 4:\ с + 3 | <Ж> 


х -г \ В («} их 
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* 


л 


А 


лц / , \ ( х . . ! $ , л } „ ч ! I г / \ 

1+ і^еЫскъ I & ы 

о * 0 

Отсюда л 


] 


осЛ й-'Ж, 


4 ... I 


& ’■ 


й 


^(и) = 1+|' (<5 5 Ѵх)І:і+ ( е\*>Аі 

О ^ ■ -» Л 


о 

о 


Второе слагаемое здесь положительно, третье имеет высший порядок 
малости* Отсюда следует., что точке ^оС*) ** і является точ¬ 
кой условного минимума для функции (5) при условии (б)» 

§2*4. Дифференциальные уравненія* 

( локальные теоремы). 

2.41. Рассмотрим дифференциальнае уравнение 

Здесь іе- - вещественный аргумент*, меняющийся в промежутке 
М= {«Я* : ма} 8 я -#*> - иокошя фуикіщя 

с значениями в банаховом пространстве у ? |(*)#ЛН х Ѵ с: 

с: у у непрерывная ограниченная функция,^определен¬ 

ная в произведении интервала М и шара \/~Ѵ(&о>* с ) радиуса 
% с центром в точке Се У ' * 

Ж уравнению (і) присоединяется начальное условие 

У (а.)* во е У 

Искомое решение у(ж) , если оно существует, удовлетво¬ 
ряет соотношению х 

і|(х) -+ | (3) 

которое получается при. интегрировании обеих частей равенства 
(I) с учетом (2), Обратно, если у(х.) есть решение .уравнения 
(З), то дифференцируя. (3)-, получаем (I), а подставляя в ѵЗ) 

Ои » получаем (2). 

' Таким образом, разыскание решения уравнения.(3) равносильно 
разысканию решения уравнения (і) с условием (2). 


(° 



Решить уравнение (3) - то значит найти неподвижную точку 
отображения *.■ , , 

у[^]= ё Р + | | Сч,у(ъ>)& ■ Ѵ(МІ--ѴіМ) 

где через У(М) $ как и ранее, мы обозначаем полно®, метричес¬ 
кое пространство всех непрерывных функций %М , определенных 
для хе Н и принимающих значения в шаре \/°У * с Р асстсш “ 

НЙѲМ, порожденным нормой (*М1 ^ ДЧй ; 

Наша задача состоят в установлении ^условий существования и 

единственности решения уравнения (з) хотя бы в прост ршіѵлвс 

Ѵ(М?) . где Мг= { ж€ М • У , 

■ Вообще говоря, только при условии непрерывности 

решения не существует ни при каком Ь (см* задачу )* 
Поэтому для получения успешного результата мы должны накладывать 

на .І(эс ,ч) дальнейшие условия. % ^ 4/ 

Предположим, что функция |(*>$) удовлетворяет в 

условию Липшица і 

| 4 (-* > %^ ~~ I =■ ^ ^ Я' 1 " 

с некоторой постоянной С- • 

Обозначим далее 

V 

Теорема* При указанных предположениях для любого 
К'< бъ г /е,, Ѵс - ) отобрыение (3) переводи прооірапст- 

ВО Ѵ(МгУ в себя й ЯБЛЯеТСЯ б имеющим. ?Чі , 

Доказательство. Мы имеем О рк неопределенном пока Ь -б К* * 


о 1 

С> <. ІпллѴѵ 


и/м Г % Р 







<4 




Т ли-р 

' і і%лих 

С ■ Д- 1!{ 1 сі 1, ^ ^ (и?) 


іак что отображение 'р ІДі • Ѵ(Мп' 
с*' 4 / 

О < '/(*, 


при ЛЮ 


где 


і(*) 


5- ѴАЛ 
X € 

Ч €:■ \/ 


>о 


ч 


Ф Далее при каждом 


я б ля ет ся с ш мащ мм 

зс & М Ѵ 


А. 


о 




У 


I таким образом, если взять 


<э 


^ Ѵв 


мы -будем иметь 

5 . .ѵ Г) | 

! о 


«<Г 


Ь 


К 

так что о 


с^(х)Ь ^ _ 

Л ^ С 2 *)) вместе с лежит в _ V I * ііоли 

же' ѵъі\ъ с Ѵе, , Ѵс) » то отображение (${х)) переводи? 

\/( М?г) Б оебя и является сжиы&щиы, что и требовалось. 

Отсюда следуег существование и единственность неподвижной 
точки (і.43в), следовательно, существование и единственность в 
пространстве \/(Щрешения уравнения (I) с условием (аі® 
2.42. Рассмотрим теперь дифференциальное уравнение с пара» 

метром X. . г - 

\ (XУ > X.) (I) 

Здесь лопрежнеыу X- - вещественный_аргумент $ .меняющийся 

в промежутка (Ц-= к. и ^ 

функция с значениями в банаховом пространстве У § параметр 
X меняется, в метрическом пространстве А I функция 
I ( х и X) ; (ЦѵѴх/Ѵ^ у ограничена, равномерно непрерывна 
и имеет ограниченную и равномерно непрерывную частную производ¬ 
ную по ^ 

К уравненію (I) присоединяется начальное условие, также 
содержащее параметр X $ 



$(а)ъ$(Х) : Л-У , І(\ ,Н, (2) 

причем функция ■ $(Х) равномерно непрерывна и ограничена за 
Д • Обозначим через жар [ЬЛ : уйДДй'с } 


Полоши 


6 >=Д 4 Р 

ІеЛ 


Р == 5^р 

ХеИ^ 

Іе/Ѵ 


Д$Пі^Д) 


Терреш • П^мщсгкнщ^ суще ахвднцьалое ч ѵ О $ 

чтс^провЗрм^ Ыѵс (к, Ѵв> Ѵс) М^-хД_ ѵ 

оп]юд&вд ^ (х Д) , д®лядаяод..^ешеіте^, 

дарения. (1) ЦрДІІвтШЛ^».^)* 

Ірказат ел ьогво * Как и в 2*41, нам нужно решить уравненіе 
типа 2.41 (З), или, с учётом наличия параметра X » 


"ДС-г 

(^>Х) ~ І> (X) + | ^ (% у ^ Д) з \ ) ^%=> 


(з) 


Подойдем к этой задаче, как к задаче на неявку® функцию. Рассмот¬ 
рим отображеніе 

'У В 1 *>> V] = $(•*)-! ШЬ. 


( ч 4) 


переводящее любой шар ѵігш*Д. в пространство 

Если Х= Ха $ ё(\)~-= іо я для соответствующего решения 

^о(ос) уравнения (I) с условием (2) - существующего по 2.41 
в пространстве ѴХМб} - с некоторым. О выполняется 
уравнение 

Т [%.(*■),Х.]= о О Ь)(МИ). (5) 

Если имеется возможность использовать теорему о неявной 
функции 2*12-2*13, то мы получим существование в некотором 
шаре Дг Г с: Д непрерывной функции $ ( х > X) с значенія- 
шв Ѵ(Му) , удовлетворяющей условию 


тіа<*>х)>ѴЗ - о 


ь 


У(М 


У 


(б) 



м (к\'у остается проверить бвполнрні 

ледуьщие 
являет©* 


...... ..:■■■ •»•*«■» ѵо яо'й'ш] СДбДТЖЩййІ 

условии теорема о иавкноі» 

Функция 


8ф 


ограшга 


71ф)Х\ е ѴІНЛ-А, 
и равно не рко неире равной Фѵккци 


Для проверки «ого условий , рассмотри 
о * 0 бра жение- Я 3 ($ ( **М)* Д I г ,• ^ V* ■ ■■ -) > ^ ) 
пилот шнства \7 (Мг хА і в» ' 4 ѵсХ/і)“ 


1:5 | 

| ЬІ 
& 




пространства у ( Г*% х Д) & ^ ( г/ 1 ^ к іІ 
По ІЛбд (где аргумент.^. над* ^ 
на пару (Ч-,ХЗ ) огобраЖе.име і (^ 4 Д)) 
является ограниченной а раввомер-.о непре¬ 
рывной функцией от ^(Л»X.) * ^ ^ 

если мы ограничимся только ФУНіШ яш ^ і±) 
от X * оно будет ограниченной а равномерно 

у/1\ г. \// МЛ 
>ІкХ) *■■ V \ « !>, I 


с 


../ * 


У! 


/ 




г * I і 

. 5 ' ; і 

■^і-Угг-Л-га •>• :Ѵ ■•.Л*».- ч і' . . - ■ 

I ,: .Г .,....! 


До 




дней 01! мед,) г-: V Ч. ГЧІ “ Д-І.І 

( іѴІѵ) « ©ператор интегрированія^ фигурирующим, л*-*—■• 


,■, Нй Зав Не,; 
непрерывно 

п о и $-■ а л і* яі ѵ 


Функцией си 

Ч(Иь • - - 

фиксировав, и реэулмаі %«№,&■ * ограниченной и равно» 


в: е й ре шв н ой фунт» §й от 


М і * 


б* Функція '4 I і 


ъ 


ЧТО I 


ѵ »*! .к ; •• - 3 

ограниченную^и равномерно тщщ.тт производную но 


У (ж 


По УСЛОВИЮ 


{.. л,. 

і I. ;І д 


л 


|Ѵ ; 


: I 


Х'Ш?) вт 


48 иную и равномерно непрерывную лроизвода^* по 
« о бра женив _ ЧИ С^сЛ,*.)) — т І'Ч ^ іг Дв Д/ 


■лч* .гт 'А А А 


• ь 


сиду 1*48 (где также аргумент сс- 


) будет иметь ограниченную и равн 


рассмотрели в 

заменить на пару ^ • .- ^ // . а \ ч гг . ,. .*.. 

иерно непрерывную производную ( в УІ х І%хД> А *©“ 
оно будет иметь ограниченную и равномерно йевреры»лу*.* ■ 

ную, если мы ограничимся только функциями уіѵ; * »»оо«*-л^ 
тт ОД X , Далее оператор ингепщроваям* фмгурйріщи^ ь 
( 4 ) фіксйровай'У и но 1,31' результат будет также облодмхь 
ченной и равномерно непрерывной производной по цП : ) « 

доказано б, • 
в* Оператор 


^'“Х ѵ .|. 

о - 


__ 


... *4 

и 

Действительно» дм Ц.^Ус>(' :х 4 1 


нах * 


Л 


имеем 


Г\ '■ ! 

О -Ф' 
і/ ^ 


77ч 

о 


5 ^ /-, 

;;.:о_ 


Л ”1 

X! 


ьД 


р _ (гь | ( ^ » $ЩіУ) 


(А 


О Ч 




| ( X») I 

! О У 


Й число ѣ 


, вычитаемое в правой 


Поскольку С ,, **р “ й число й 

• х ^Иг ^ * г 

выбрано так, чтобы иметь Ь-С< 1 , вычитаемое в правой 

части (?) будет иметь норму в "У ( М^г) » меншую I* Вия пра¬ 
вая часть в (7), как оператор, отстоящий от единичного по нор¬ 
ме меньше, чем на I, будет обратима, что нам и требуется* 

Теперь мы вправе применить теорему о - неявной функции* при¬ 
меняя ее, приходим к утверждению теорема* 

2*43* Этим же путем можно получить и дифференцируемость 
решения по параметру X , если только потре¬ 

бовать дифференцируемости по X функций :|СЛі!}.М 

я І(Х) 

Теорему* Дсли^^^ісішмях^йішш. 2*42 ШЩЩеХБ- X ^1' 


Ео^шііомішога.. 

, іщрме Л При зв й Д - - • 1 X 


зя в шаре От' А : ! Х-Хо! - ^ І ИМЕВШИМ 

прост ра ішид Д и функция ,- ^(4,$ Д) > ШШ-ДІМ.§е.а^ 
ііо ц. , имеет швиошш о^епрерыщую В Рі^нич^іщуюз}^ 
КУЮ по X." * ашийешадаюіѳ ^ >0 Я~ г ^ 0 * 


ЩД А 
в области 


г „НХ 




оп ре д е деда. С 1 


дашь уц, а- 

г ч 


являвшаяся Решением 

Доказательство* Достаточно проверить выполнение сооі»- 
ствующего условия теоремы о неявной функции - именно наличии 
ограниченной и равномерно непрерывной производной по X- У сто- 
бра женю Тіф, і) С2.Ч2 (4) ). Используя условие теорема, ^ 
мы немедленно получаем дифференцируемость отображения ^ 
по , а явное выражение этой производной 

г ът&.ш д) 

ОХ 1 к ' ЪХ ' 


оГГіі 


И), X) 


показывает, что все нужные условия на —." ~ выпол¬ 

няются* Теорема доказана* 

2*44* Производная по начальному условию * Рассмотрим снова 
дифференциальное уравнение 

У = |(х,ч) ■- Мк. х Ѵ'-^У , О) 

с начальным значением ^ (а) $ пробегающим тар Vр( 6 ѵ 5 



Будем, считать» что выполняются условия теоремы ~ Од 


так что решение 


етвенно» дм каждого % с Ѵ,^(уО) сохранением точки }* 
Получающееся семейство решений ьы обозначим .у (&*&) I ВСй онй 
определены для некоторого промежутка 5 |4:. -оЛ& ь « мж именно 
зависит величина у. от Ѣ ѵ Для этого полезно вычислит» 

производную Г с>^ ( х > #) „ которая существует по 2.42. Діффе» 

п5 Ч> 

ренцируя по ^ равенство 

^сЛ) = і -» (I (?, у к , б)) л і: 


задачи 


•существует и един- 


ь 


находим 


'*■ о , /, 

і * 

" ОТ.: 


» 4 ^ 

і (4 / % ! Ь | | ь„ 

■4^7} ■ -- 
' д€> 


Функция под знаком интеграла непрерывна по нашим предпоя»* 
зйениям и по теореме 2.42, так что 

гх.Р /ж і,/> /)\\ г\,. Л- <?\ 0?'Гл1\ Ои/йьІ?) л і \ 


пА 


, %Ш) = 

0)| М) 

Оу 

• .- 

* 

< <Мэ 

{ о 

О 

<ъ$ 

=• 

сьІМ) 

Чч 

/ \ 

■*■■ Ю | х- Оу ^ 


( 


-V С) ( Х-А,);-: 


поскольку ||(а. ,&}-■ ё. и* следовательно» " Ь 


о у М; 


, о | 

5 * Ч)- 


— (* 


х —Си 


Эта формула показывает при достаточно малом х ■•••©*,- направле¬ 
ние и скорость изменения величины чііД) в зависимости - от 

изменения ь 4 

Из этой же формулы видно* что при малых |х.~М оператор 
отличается по норме от РЕ" меньше, чем т 


Из этой же формулы видно* что при малых |*-~М оператор 
отличается по норме от Ее меньше* чем іт 
единицу и потому обратим* В силу теоремы об обратной фушошо 


2Л? отображение Ц.(Ь,в 


каш о м фи к с и ро в а « н о и 




і 


достаточно малым 

I. 


область і 


^ ІХ / О >^ ? * *с* ипідзилпиих'» ѵ$ хочлй !>«> 

в окрестность точки ^-(.4 г С) | в частности, мы видим,' 

что у точки у(1>&о) имеется окрестность - именно, ]Г , 

- через каждую точку которой проходит интегральная кривая, начи 
кающаяся в окрестности Ц * 

2*45* Локальная динамическая система* 

$ / І I /| , . \ 


~ <Н переводит некоторый щар 
р ^ с: У диффеоморфно в некоторую 
* т*е* окрестность Йс. |4 точки Щ. 


График решения ^ - У. (У уравнения У-АI * Н ) 

_ . - И<~*—<*• і"; * '•* 


есть кривая в пространстве Т** У 
есть кривая в пространстве У 
смысл "времени", то решение задает закон движения 

точки .в пространстве У со скоростью * Поэтому 


•,Годограф этого решения 
Бели прадат ь аргуме нт у 


совокупность решений ^ ~~ ^ (Ъ) называют динашческоі снеге- 

точнее, имея в виду локальную точку зрения, лоішщіоі ди» 

ШМ9йсуоІ~ оист емой* Общая - картина значительно упрощается, если 

не зависит от 4, , так что исходное уравнение 

сет быть записано в виде 

[у гЪ/\ (л п і і \ 

( ч 11 I І0 сг. —>*»» '“2 ) 


с 'я 


Гг \ 

Ч і ) 


С Р(^) предполагается в дальнейшем имеющей непрерыв¬ 
ную производную* В данном случае локальная динамическая система 
представляется, как поток некоей среды, скорость которой в каж- 
точке задается вектором и не зависит от времени* 


Решения у = у( 


называются ураектррщш системы! как внте* 


кает из 2*41 - 2*42 две траектории или не пересекаются, или 


совпадают^ Если для некоторого 


имеем 


то (соі'щІ) является очевидным решением уравнения 

(І)$ соответствующая траектория выролдается в одну точку. Пусть 


в шло то 


Х с въ -4 0 по непрерывности 

окрестности точки ѵ|© $ в этой окрестности неподвижных 
точек нет, все точки с течением времени фактически перемещаются 


»млгч«й»в«*йв)и.'« 


^Еыш » го ;Л , К 
обе эти функции от 4: удовлетворяют одному и тому же уравне¬ 
нию с общим начальным условием 



по своим '.траекториям* Йоделью такой динамической системы может 
служить движение точек твердого тела при поступательно® его 
перемещении с постоянной скорость©» Оказывается* что’ общи! 

некото рого локального жмм^п-" 
Ві 2 ШзЩ^._ЩКЩранотве' У , п в реводящ вііо-.. динамическую Щ0и-- 

« „семейство отрезко в^ 

мнх с^ост шшй^короетью » Для -доказательства предположим* чье 
Ц«- О (чего всегда можно дос-пться переносом) -и что существу¬ 
ет непрерывный линейный функционал ІО*) : У--,* |Э такой.. 


что Цх 0 
дожить I 


І-- о 



кі — 

0 

5 Ч •' ч. 

т 

31 

ЭДЙ 2 

)М про 

странстве 

К.Л 

моіж 

0 

г? 

о - 

звом п 

рост ранен 

30 сущ 

е ох в о 

фл 1' 


йе 

і теор' 

емой Хана—Ьанах 

а| с:« 

и* , 

п 

а п- 

анализ* Спецмаз 

Іьипй 

курсу 



мз- 

стр* < 

426)*. 'Расс 

змотрм 

м под 

*?г - ■* 

1* і 

30 

ст* 


с Ч - » 


ранство Н ~ ІА € -|іИ“0 { і і оно замкнуто и не соде 

жит Ъь *. Пусть далее I* ~‘одномерное подпространство* по¬ 
рожденное вектором |-утверждается, что все пространство ' 
У есть прямая сумма іи ^ и Й * Действительно* для любого 
У€- У и Іѵ~ Ч- Ш**. ' очевидно имеем М1« О 

, . *Ч 4 #1» \ Г: 1 ' 1 


так что К С 


І- С ч) 2Гдэ 

,тЛ,.«А 

■іЫ 


очевидно имеем І(Уи 0 - 

л ! ѵ 4 


• х, » где ад- 


і і-тЛ 


-‘>5 ;Ч~- 

» ■'•--•о 


причем это разложение единственно* так как |„и и й| ' имеют 
единственную общую точку О • Б подпространстве И. рассмот¬ 


рим шар Ц - { к, с Н 
отрезок ТС,- Гг- 

г , • О, 1 Ч- А ~'0^ 

па Р® П:,к)е'Г„кН 


р 3 и в подпространстве | , 


«и&'С * Поставим в соответствие каждой 


I к у е Г Т р к У р точку ^ Ч ч 1 « соответствую^ 
шее значение решения уравнения (I) при начальном условии. 

(О, к)- к- * При достаточно малых и р величина у^і.к) 
определена на. основании 2*42 * Проверим* что отображение'' 
ѵйк)'~** Л (4,к) есть искомый диффеоморфизм* Мы имеем 

-л' / і. \ \ У К И \ X. У , І 1 


2*1 / 


/к У 

/ <Д- / ( 


/ / ! 


4 Дѵ,' 

/і п 


* Ді| Н) 


у* мы имеем 


где ■ г /иу 6 н, хш^гг, . 

8а т тим, ч то функция „у ( 1, к ) а а в- 
ре рыв на по совохупетети (|-к) (по¬ 
скольку в 2*42 непрерывность по па¬ 
раметру х была доказана в простра¬ 
нстве функций ^ с ■% и..Р - 

метрикой но % )і отсюда следует * 




'ііо составляющие ^ к % !.Л> К ) непрерывны по 

(і,к) * Функция ^(гД.) ' имеет производную по і , рев-* 

вую с і (^) в силу уравнения (І)§ отсюда следует, яте* м фувк- 

тм % Н Л) й А (АД) имеют производные' по А равные 

соответствующим составляющим от ^(у) § эти составляющие ра¬ 
зумеется непрерывны вместе с самой ’ функцией ^ * при. 4- О * 
к - О они, как составляющие вектора <4>(о).~ » имеют 

значения 0^ и ь. Далее, функция Д|(4.Д}| имеет - производную 
по И/ (2.44), которая также непрерывна по (-У, к) '. ■ Из равеист 

ва 34{С%Іг)-- к следует, что гъ Ѵ І- (°> Ь) ■ О М к) %7 

.„ !і „ ГЬ^ ~ ІГ - "" 


Ві Л(0,к}^ к следует, что 1 6 чл?*ъ) _ г ЪЬі(о і К) р' 

г ^ \ ’ , } ОІІ ^ к, ™ ~ 4 -~‘ И 

^тождественным оператор в |~| у* В силу 1*48’ функция ^(і.к) 

дифференцируема по паре (4.,к,) I се производная естественно• за 
лисывается с помощью матрицы 


но г 


Оч ^ і 1 і \ 
€} Д, І Ѵ Ь I <к у 

Д> € 

Х"~Ч ѵ / | I \ 

' д И 1 НУ 


1 ** I 

при -ь =-0 к.= О 


"Л \ 
О 

си! 

~7?Г 

X 


г V* II 

■“’фл 

іл /і к \ 

О 

У 1- > Ь ‘- У 

• 

а Тѵ | 

* 


О ма матрица принимает ви» 

I 4 Я) Х(до) || 


Н |( 


кох о рая обратима по 1 *Х4м« теперь из I. #576 вытекает, что отоб¬ 
ражение ЯС: (4.»к) у(4.к) является диффеоморфизмом некот 
рой окрестное!и нуля пространства | к |—| на окрестность 

нуля в пространстве к| в Обратный диффеоморфизм Ѵ* 1 поре 
в°Дйт траектории локальной динамической системы, построенной 
по уравнению (I), в "вертикальные" отрезки, для' которых ± 

■ ✓7 ~7^ ' Ді х является ведущей координатой 

\/ так что с динамической тіщй 
> - і 4.1 % : ” :1 ° / X " 3 Р е ния скорость движения но 

/ф, ѵ /^/ А V... ним постоянна (равна I)* 

л// - іи і/ * ' '* 

--— и есть наше ѵтвержцевче- 


/ |/ 


и ,/ 


П е р в ы е и н т е г р а л иг* 
а* Рассмотрим совокупность решений уравнения 




58 , 


га) 


и окрестности у точки б. У о О 

Числовая С 1 функция &(у) ? определенная в 1/ , называет¬ 
ся ег^а лоі цграв дения. (I) (точнее» 

МІШНУШІі)* если она постоянна на каадой траектории этого урав¬ 
нения* Используя диффеоморфизм чГ * построенный в 2.45» можно 
дать удобное описание всех первых интегралов уравнения (I). 
именно» диффеоморфизм Т" 1 переводит всякий первый интеграл 
в С функцию х (і, к): 'ТѴ * |-{ ^ , постоянную на 

.вертикальных отрезках множества 7^* .Такая функция зада¬ 
ется однозначно своими значениями при І~о г(Ы)~ ипЧХ 
причем ухк)' функция, обладающая непрерывной произвол 

ной по к € |~| « Обратно» если на У ^ - задана произвольная 

функция Цг(к) •• Н.р"^ И і с непрерывной производной, то фушсшш 




-т. 


имеет непрерывную производную 


по аргументу (4,к) - и диффеоморфизм <іГ переводит ее в С 1 - 
функцию , постоянную на траекториях, т.е* в первый ин¬ 

теграл уравнения (1)* Замечая, что при диффеоморфизме шо** 

I ... Л. А. 


жество переходит тождественно в себя» мы видим, что есяейй 

МРіШІ^НЕвіззал ура внения (і) однозначно за дает дя с во ими знача* » 
ДёЗЖЛЩ. Н9 которые, общ зуют ла Ц функц ию с_ недщ,рыв.нрй 
Ш^ВОДНоЕі^б жачещія в стальных-точках і. окрестности. 


усдйвия посто янства на- ка ждой тр аекторииТ 


б® Если 


так что можно считать, что 


ГО' л- і 


картина еще более проясняется, А именно, оказывается» что в 

У* О-ФСф)* О всегда "еще- 
шт, К.-1 (2ЛЬ ^)~лервыхГин-~ 

©I Я,.^Шо^МТо^оны, М^ёЖ^ШМёМ^Щ!І§ІіІМ.. 

Л Р 8 ^Щния_і_н екоторой окрестности, точк и ц 0 есть (і 1 

н е за висимых (к- 1 ) 

ртегралов* Для доказательства первой части~7тверадения'возьмем ' 
в у\^ какие-либо координаты Іц , ... > к ѵ ^ ± в Т*.*. Ц , 
■функции ^(4, к)* кі > • ** > ^*г~± (4>к) = к, постоянны 

на вертикальных отрезках и, очевидно., функционально независимы* 
следовательно, их образы , . . > г к -і ($) . при диффео¬ 

морфизме г являются Н.-1 независимыми первыми интегралами 



уравнения (I)* С другой стороны*, если имеются какие-то незави¬ 
симые первые интегралы &і ($) , ■ ■ • > 1$) то при 

диффеоморфизме 1 они перейдут в функции 2^-і Д )>. ■ . 

. . ■ 5 (і.к) , постоянные на вертикальных отрезках 

и также функционально независимые, так что. ранг матрицы 

II 0>г ,Й 0) ^ 24 ' 0 , 0 } тг,М іі 


тгъ 


а. и - !, 


Гд: ^і 0з °1 

С В 1: Г Ъ К. 1 


г 1^ п _.,(дк 
■^тки;; 


равен Иг 1 » Но так как первый столбец этой матрицы состоит 

із нулей, то 


"і"- і (о, і 


^ х. и - ( С Л ^ 


г Ь2,(о^) 

7 ті;т:т 




4 О 


ОТ 


г_-— 

КЦмеЙ-.Тгг. м .-,,Х 


Таким образом, функции 2^ (о, 1 ѵ ) ... , 25 к „ <(.0, к.) 

осуществляют диффеоморфизм некоторой окрестности Ц{о)с: |-| р 
в некоторую область V е Поэтому всякая С 1 функция 

ТТ) в У (о) может быть представлена в виде _ _. 

У*(К)- (о, к),.. ѵ ^ *~і (О,к) (2*176) с (>-функцией 

Возьмем теперь любой первый интеграл ТС (у) уравнения (і)| 
при диффеоморфизме Ж'"" 1 он перейдет в функцию 2 (.{ Т) , 
зависящую только от Іѵ , и по доказанному представится в 
виде Т( к), . . . , я *_ .< (О у К) X іД ■ ■ ,(Ь к)) ----- 

~ Д(ДД )> - - -> 2Гіч-і(^)) , что и требовалось*- 

.в* Даже неполный набор аз кж к—1 независимых пер¬ 
вых интегралов дает нам ценную информацию о траекториях систе¬ 
мы* Именно, если известны - к * К- 1 независимых первых ин¬ 
теграла, положим ---> 2Гц4$) 9 то при любом наборе песто 

явных С_і С к, (в некоторой, окрестности значений 
С?= 2,<», . .., С% = г»( с >) ■) уравнения 

■2\, (^ = О*. ,... , %*($)- 


независишх пе ^ 



уѵетил 





определят (по 2..2Ь ) 


с*,... * При 'зтоі% если некоторая траектория урав* 


і 

ІЛ 


■»мерное многообразие 


негаш (I) пересекается с каким-либо из многообразий М(с^..-Л%)* 
то она лежит в нем целиком, поскольку функции %*($),. . , х* ( К А 
сохраняют - на этой траектории свои значения. Чем больше к, 
тем меньшую размерность имеют многоообразия (Ѵ( (с*, , е,Л и 

тем более точные сведения ш .получаем о расположении траекторий. 
Наконец,, если к-~- к- 1 , то уравнения (I) определяют .одно¬ 

мерные многообразия, следовательно, сами траектории. 

г. В некоторых случаях, не зная траекторій уравнения (I) 
заранее, можно фактически найти к.- 1 независимых первых ин¬ 
теграла в окрестности заданной точки . і| с , . Тогда уравненія 
(I) определят нам неявным образом^сами траектории. 

Пример. Пусть У- Я* , и дано уравне¬ 
ние , г ' , 

~ (; СІ <$*> > с/з ' с? 1 > ) го 1 


или, в скалярной'форме, система уравнений- 


Чр/ 3> | / ... I/ 

<]* с г у і / 1 дъ> (з ) • • 

Нас интересуют траектории уравнения (2) ~ или, что то же, систе¬ 
мы (З). Складывая уравнения (з), находим. 

. д 


Отсюда следует, что на каждой траектории системы (3) выполняет¬ 
ся. равенство. ** 03 ^ , так что функция 

(%) « У* + Ух+Уз. является первым интегралом системы (3). 

Далее, умножая уравнения системы (3) соответственно, на 
Мл, и складывая, получаем 

д а в 








откуда находится другой первый интеграл 24 . 

Матрица 



■ ч 


І Л ~ л- і ё 

,71 ‘,-/4 » 


Охд, Г Ч-Ч 


I л л А 

г Й#д 


м. 1 г 

0«д. 02^ <І2д 


С У 2} Ч а 

Ч’ кк зр 


1 



петит 


у \ . Г\5 , . I 

имеет ранг 2 всюду, кроме точек прямой 0~ $^%*.*$* } * 

Заметим, что точки этой прямой, очевидно, являются неподвижными 
точками системы (3). В окрестности любой другой точки 
траектории локально определяются уравнениями - 

^ * Уг*У * сл>*4І І/ѵ* о и + У*, Г 

мы видим, что они являются окружностями., ортогональными прямой _ 
У з с центрами, лежащими на этой прямом* 

2 ,47» Линейные^Еавненш_в_частных_ПЕОДЗВо^нмх. Пусть в 
казной точке ^ области (?- банахова пространства У я ада** 
на С- функция С Р('^) с значениями в том же пространстве У ? 
» иначе говоря, векторное С 4 - поле У-УФу) * Будем искать іУ 
функцию Х^Ѵ-б^из уравнения 

ъ'(ц) -- О- ( (л) 

(Напомним, что х'(ц) есть линейный оператор из У в 
, так что левая часть в (4) есть результат применения опе¬ 
ратора ъ’(%) к вектору 4-41) )♦ В соответствии с І*47г ура¬ 
внение (4) означает, что в каждой точке У € (т производная 
функции тСс\) по направлению вектора (ц) равна. О, Рас¬ 
смотрим в области С" уравнение 

' ^($) (5) 

На каждой траекторий уравнения .(5) искомая функция %($$) стано¬ 


вится функцией от параметра т: , и уравнение \Ч) означает, что 
производная этой функции равна О# Таким образом, искомая фуякщ 
дня должна быть постоянной вдоль каждой траектории 

уравнения ("5), иными словами, должна быть первым ингеі ралом 
этого уравнения * Очевидно, что верно и обратное* каждый первым, 
интеграл уравнения (3) является и решением уравнения (4./* Таким 
образом, вопрос о решениях уравнения (4) приводится к вопросу 
о первых интегралах уравнения (5)* В пространстве ІУ Ѵѵ . с фикси¬ 
рованным базисом имеем 



и уравнение (4) становится линейным однородным уравнением 
частных производных* Для уравнения 

Тх - *" ыли 4 * (%) (і ' » к ) ^ 


ІД А ІД 


как нам уже известно из 2*466, в пространстве 3~ х , г 'у~- ь 
окрестности любой не неподвижной точки уравнения (б) имеют 
уѵ,--і функционально независимых первых интеграла, положи 
Х л (у) у .,. ш любой первый интеграл может быть вира» 

через них по формуле \ _ , 

Х(Ц) ~ ( " г '1 С <І );■■■> ^ п ' 1 * Ч ') 

где некоторая ^произвольно выбранная.) <*>,,». 

ция с непрерывной производной* 

Так для уравнения в к 1- ъ 

( О -и Л V ^ -Ч Л і- '.Я- ( У,-Ц Л О 

а-ѵбЩЛді <я) ( { ) { ■ 

соответствующая динамическая система определяется из ураві. 


рассмотренного в ув., и вне прямой 
известны ее два первых интеграла 




р 1 ". .У' + . 

> у" . 

поэтому в окрестности любой точки ^ Ц О любое решение 

нения (7) описывается формулой 

*■($)- * 
где ЧГ<*«>Ц) « любая функция непрерывной производной. 
Неоднородное уравнение 

х'($) ■ "4' ($>ъ) - . 4 ( н > ’ г ' ^ ^ х ■ ^ 1 ’ 1 '" 1 ) 


1,1,, ІЯ 


легко, приводится к однородному а пространстве с'* 
задачу 28)* 




§ 2.5. ДийФерении альные. ШШ 

( нелокальные теорем ы)* 

2 5і в § 2*4 свойства решении дифференциального у ранне- 
ни. изучались в окрестности некоторой фиксированной точки, здесь 

Ш рассмотрим свойства решений в больших областях. Пусть 0 

_ «кийлфм ГѴР -*Ц (возможно, неог- 
банахово пространство, в области (г * Кі 2?. 

шимченной) рассматривается дифференциальное уравнение 

* /г ' 


:2х..-гф(^й и; 

Ы/ € ** 

Будем называть подобласть О- с регулярно»* ^ ліч 

п . та«--*«« ««ту шхмѵса Н; с центром в точке 

некоторого ч?0 ■****» іер ч ,д * /?’) 

сое- а целиком содержится в 0 - * пункция *' ѵ . 

предполагается непрерывной в & ,ав любой регулярной ьо л о«~ 

ласти &<= & ограниченной 


и удовлетворяющей условию Липшица по у -. 

І ф( Ф, ^ - Ф (Ш\ Ва,1 ІѴ~Ы : 

В этих предположениях, в силу 2*4.1, через каждую '^ ч ^' 
(і с ^еС проходит единственное решение уравнения Ш: 

Цг ( 6) = Г 4 ^ с *о) ~ г (. 4) 

Это решение, определенное г некотором иніі.Ьѵк.,к, 
іу ѵ /<сГ / > может не продолжат ься на сколыю-нио^д® 
промежуток изменения ^ , например, потому, что при квкомо 

конечном значении ^-тЬі он( войдет в 1 Р М '- Ш е оол " і ' 1 “ Р ....* 
Покажем, что только такое обстоятельство .и может Служсъ п Ѵ м«- 

ной непродолжимости решения на і сю осъ ■•€• * 

теорема. Любое решение (4) может быть продолжено в обе Ду¬ 
ровы до выхода из любой регулярной по ^ б ^ ас ^^:^ 

Доказательство. Для данного, решения 00 найдем Ни- о* 
полуинтервал Т*ІР) ' > «а котором определено ото решоп,н: Т 

такой наибольший полуинтервал может .быть определен как 
ние всех полуинтервалов [4ъ,Р) на которых решение Ч/ ■-яв¬ 
ствует. (Заметим при этом, что величина ^Н'Ч> ’ с гь^ъ) 
она существует, определена однозначно, ноеьолаК} ^ а 

венности (2.44} запрещает двум решениям разъединиться в о и- 
ласти & ). Допустим, что » рассмотрим любую поел,. 


І 0 .НЫІКС 









д'овательность значений ^ і І ь ^-ір- ' 'г ^ ^ ф 
соответствующую последовательность точек {&&, ■ 

Предположим, что дута при- -С-ь 1% Ѣ Р} о^аетсл ^ 

регулярной подобласти в с & * «к что величины Ф 

ограничены постоянной -/г®, на Ка). іоідс» для м 


I 1$%ГІ * 




Таким образом, последовательность ^идаментзль-'* 

/# «*л.-л.^гь */ № . Сйііу 


д илъ**™ ѵ ѵ^ѵ-^ѵ^і • ' т> ^ ч .. у 

на в пространстве У > обозначим ее предел «рез 4,:'<кдГ2 \ 

непрерывности функции Фі-Др 1 . иыеек» т(& {п~ лЬРо* 


поэтому, присоединяя к полуоткрытой дуге . 

точку /, В) , Ж получаем замкнутую дугу (^*>)Х>с~1=Ъ,1>) 
с непрерывной касательно*, «.*. режим уравнения Ш. Н <шлу 
теореж 2.« решение моиет Сын продолжено за значение 
4.0 в противоречие с предположением. Следовательно» или 

^«ви> , или, при М-»' , *•«» тл - ^У.’/ 

выходя* из любо* регулярной подобласти 6і с Ь~ » что и утр 
ждалось. В другую сторону теорема доказывается ака- 

логично* , 

2.52* В дальнейшем мы распространим теоремы о непрерывно* 

* дифференцируемой зависимости решения от начального условия ^ 
на большие интервалы изменения & * Нам понадобятся следую¬ 
щие леммы* ,, 

Л е м м а I. Если функция ІрЩ , определенная и непре¬ 
рывная в промежутке Г О, Т] , удовлетворяет неравенству 

I рШ * п И+к $ ірМ \<*Р) (I) 

то она удовлетворяет в Го/РЗ текХ ?Л, неравенству 

I рШІ « М Ь к (2) 

Доказательство. Положим * ( ,(г(<у) 

Неравенство (X) можно записать в виде , 

іги).м('і+кіг(ѵ). 



Со ^.іюилллл* 4 . 


3 * 


ш- 




а 4 


Н(і+кФТ) , г -А 
1 ^ ^ -ігб^О 


ѵФм 

Л-ЧДЧ ѴЦ 

'б О 


о5 


( 



-> < “С 


о 


м [4 Г к'/С'Ь)) 

'^4ллм слл -С#*^ 


(ЛЛл/ѵЩЛІ^иЯ' 

и )гс<м» 


И( 1 +ш<. Ме' 
О ^]штк с- 


ісН-і 



^(■е) і Н(^ 

Кмумд- ілш&у»*' 



вместо оуж ьш писать ^Н""^ 

емиі 2* Пусть кривая •{! &&М ,■€}, г 

решение- уравненія 2*51 (I), расположенная целиком в регулир- , 

О б Л® 


оолести 


ОФ- $й) * Отвергается, чт® 

т такое ъ > О ' , что всякое решение * 


< п 


іирение области 


но для значений О^^^НР, 

>» 



явля** - 


ЮХОЙ вместе с & регулярным-яодобластями ж в частности в На. 


выполняется 


Ф 


Липшица 

*■' у / Ч гіЦ 

г,-€; ~Ф 


■*" "ѵ ^ ч 

*•**» ^ Чі’Л’ / | 


2Й| 




< 

■ѵ ь 


По лемм© I 



.$ ъ 



(4) 


Я" Щ при О ^ ф < Р явжш 


У* №» №*) может бить продольно за значение ^ * 


причем для достаточно 
лах области И 9 в 


І 4 * Но тогда, по 2*51 решет 
прод 

оно 

I 


V*' ^ <$Г 

г лежатъ- в цреде.- 

• АЩЫШЕ ДОЮ-"-* 


зана 





ІШ & 


ТЪг 


М 0 0 >1 Л ѣ 1 О Й Н 6 II 1) §™ 

* Дуг® решенм уравненія Ц) Р щитком расположенная в регудя р» 
ной подобласти Ои- облеси * По 2,32 при некотором 
'Ь > О существуют менял 



^ /|0 

У (%Уі) непрерав 


зеж ^ 


«. ^- -щ-..г-,.,™,,.... последовав ел ьность 

уч,.,.,#*??*. .* и показать, что ^ (*?* $**}•* у(%Уъ), 

9 ЧО /А> ™ /* .ли _ иі. (т іі I «А .... Гр _ 


Оценка 2*52 (4) 


ЦТ 




з (т. 


/ \ п- і Ф и- 

Л- У«У V Г « А? • 


^ / $7 



Л.- І..-*' 


твеоѵвтс 


-Х-- і 


34. Т е о в 


Г л о 


У й л ь н о ш 


р е н ц в р у в м о о ж я* Ест в условиях 2*51 функцію 


Ф (&?€>} имеет непрерывную про из 

V О" 


1Ж&4) 
' 7 %Тг ” 


ТО |8 


.гСт 20 е ,Ь СИЛУ івМі’Й вел? 

«Л» «ѵ*Й .ІИЖ уЛ ■" * •* 4, *** *■* Д і ^ 


9 9 


предположениях 2*58 точка УѴ^Уь) зависит от " |г 0 
ферешшруешш образом* 

Ѵі о 5 

й*» им* 4 де* 

ваетйя в жаждой. регулярной тадоблаеті О. постоянной из 

ИВМ* 

У Ъ Фщ4і | ..о 


і{№ 


и ■ 


шшф построения' мы будем проводить в поелеязт ппі^йѵш 
Зъединеявя всех жаров радиуса' г?('с) -{из лещ® 2 
с центрам в точках кривой |/ф^4//©:) * 0$ Т » Пусть 

іаи. точка на этой кривой» Как следует із 
,У) (совкадащее на самом деде с решением 
, у&| ._•» <^ялу теоремы единственности) является дяфф* 

Ш 


{ У» , |/) 


2.-45 ш 


точкам деления О «• 

V*" *' 

«3 


і 


У ( Уь] 


пі от то менее. 
>бьем отрезок Іовг 
^ *Т р так Ч'ТіІЙЫ 

е Тогда мы "получим? 

- дмфферещйіуеіаж .функции ет $, і 
^ С4) - дифф'"^ренцируемая фуажцвя от ^ ? 


V* '" ѵ о 


/г 


^»8ѵ> 

& Ф * № & 6 6 ® Й <? 6 ^ §.. •р- 
\ 


У'^т дифференцируемая, функция от ік т 



ной должное число раз, мнполучаем, что &м,- У^(%Уъ) 

іаипипѵяѵйя функций^ ОТ I ЭТО 1 у? 


ііо теореме о диффе реніи руемсшти сложной функции, применен- 

* дяф- 


«8*в< -Рі С* гг 


2*55* У р а в н ѳ- н и е в о. в с е а п р о с а- р 

^ I ^ %етЪ Н ^^ь‘*-ѵ га?^>«9.- <*> КТ л^»лй*» ! і' /і ^..н іи 

фЛ 

гу * " « *-Ѵ 

г, 



со всем 
как следует шв 2 
растении 


/Ь , ох -* 






;ы только дв» типа поведения при воз~ 
У'І^^ъ) определено при всех 


при конечно» значении 


о решение 


становится неограниченным по № » (Вторая ситуация 
■/ /і. 


реализуется: в пойме 



в К 4 * Іц | решение*, 

!?> 0 при ~ Л * имеет 

неправде- 

лшь до значения сО ) # 
но возникает вопрос, 
пвяопечйвант существование 
всех дб О ^ 
полнение неравенства: 




ЕДМі) . 

(Ліъ ^ Птг'К 

**іг'Э* 

является вы- 


і 


і |г, -ѵ/ 1 -чт . т 1 


где постоянные і 

сти изменения: 

и раньше* 

тором определено ре? 
ос 




полуинтервал Г О 

и же 
вида 

0-$ 


> I 9 Ш КО- 

показать* что 

л 


: < „у 





5 со 


^ 0Л/+‘А 




ничена и следовательно точка: Г'б 



/ величина ^г(^/ огрв« 
остается в регуляп- 






пою бла от н о бла о т щ 


(2. і на топ» но 2*51 решение 


'І-Ы- (А) 


тжг йть продолжено за значение- Ъ-~ р . » в претиворчие с 

предположением# Итак» условіе СО достаточно для неограниченной 

продолжимости решения Р(^ой) т & ' * 

Неравенство (X)» в частности* заведомо выполняется- для ли- 


ѴПЯІМІЙІ 


СіАр 

-уА- : 

сте 


всех 




и. В (&} ' у* Яаким образом» всякое решение линейного 

уравненія ( 2 ) с непрерывными коэффициентами і ііС^і мс 

зшг быть продолжено на век ось. - 6 , ~ о** < л* < ^ - 


Г ѵ Г *" “« >Т . 

Уѵ®. «*ч*# . 


• 2#56* Далее»- как і в <г*45 ш будем 
уравнения 5 ^» как кривые в пространстве $ 

понимая » как параметр» а решение ^ ~ как 

закон движения точки» находящейся в момент ^-“0 в |% » со 
скоростью Ф 664 /) * .Как в 2*45* будем далее считать» что 
не зависит от Ф « так что исходное- уравнение 


в 2*45 ш будем интерпретировать решения 


скоростью 

Ф С^у) 




-а. 

-СіѴ>ѵ 




^ Уь}} У’^ йо) 


і} ч «мйД &> Ь/ 


ЙТППГ 


да лил< 


цвет смысл і 


і левая часть* 
ТО в (2) 0(5-8 




^у -0 і во всяком случае определен! 


[ЛЯ ЭТИХ Ду 


удов л ѳ тв о ряют диффере н циа льному У рав ъ 
падают при всех & * где они обе ог 
единственности 2«4Х запрещает им где» 
этйш. значениям. & еще не исчерпс 


!» что обе стороне 
>♦ Но топ® они сев- 

Г. ( ппгигіч лт.ячг ?ЙПГ<йДО 


*Ѵ<№ / ф Л# V ч 


) части* то в остающихся точках левую (правую) 


частъ можно доопределить» положив ее-равной соответствующим зна¬ 
чениям правой (левой) части» причем левая (правая.) часть оста¬ 
нется решением -уравнения (І)> обращающимся в Ф{^% Уь] Гі Ш 


) пр 

к/ -* 



2*57* В' 2*45 было показано» что у всякой точки с 

ф (у-оІ.ФО существует окрестность V » диффео¬ 

морфизм' 7Т і переводящий совокупность точек дуг траекторій* 
внѳнш (I), пересекающих Ѵ(^) » в совокупность точек параллель 
ни отрезков» прием прохдамш (во тЬ ) с постойной скорость*. 
Вы обобщим здесь а*о предяокение на большіе (по - 1 ѵч/ѵл* 


?€"/ ) от резш : ? 


У с Ф ^ и 


Рассмотрим в окрестности точки 6 у ѵ/0/ Д ^ 

построенное в 1*88 разложение У *■ 1 *+ Н * ь ~Д Д ~ 
номерное* а И - замкнутое подпространство в У $ й В Д'^" ; “ 

пространстве Н ~ ® а ? І-ІЛ^І 3 } ? Л01 ^ІД Л :Д 

произведении с отрезком ф<т ос отав ля ет область злачена ■ 
феоморфизма ТГ * Можно ли расщ сохранять диффеоморфизм /Д ^ 
(определенный в 2*45 для і^І « -Г ) за большие, значения 
Траектории уравнения СО* рассматриваемые в Цело», могут ожаяаъу- 
ея замкнутыми» могут вторично пересекать шар Ир » поэтому оеа 
дополнительных: предположеній ответ на поставленный вопрос не оу- 
дет положительным* Наложим на решения уравнения Ш следующее 

условие? гт'., -/• 1 

-Условие невозвращения ШТО 

для некоторого і> > О * любая траектория. 

Л/- я\ & лЙ Л Ж* ! ие пеоесекаеѵ более (т*е* яр 


дополнитель 


4А4)%Л 


( Х>іЛз>Ь\ 


^ Д4 А в Нр е23^ 4аЛ не пере* 

О ) шар Н^> * 

Тогда распространеніе диффеоморфизм 


зеоіш мч 


янм: 


Шли тр 


ІИ і-Д іД 


оказывается возмож- 


лены пм 


Д Но 




Іг 


выполнено "условіе невозвращения, то существует диффеоморфизм 
множества 1-*іАА * Н ,Р « ’ .переводящей 


точку 


№-$// . 


ТГ : 4)”-і взаимно однозначно* Если бы ш 

имели при некоторых < ^1 ^ е "^'Ѵ е Нр * 

Аі ), то применяя ( 2 ) мы получили-бы. 

у. ОЬг’іь .Л*)”# { ~^ ( '^УААА}= у < 0 А) ^ 

что при противоречив условию невозвращения. ■ 



Значит отображение -7Т взаимно однозначно* Заметим далее, что- 
среди точек Н^Л) № €е Нр) _ ^вет^неподвиж¬ 
ных точек (как вытекает из теоремы единственности}! поэтому, 
основании 2,45 отображение ТГ в некоторой окрестности каідой 
точкм' является диффеоморфизмом (на соответствующую . 

окрестность точки ^ )* Итак,. отображение 

7Т ; -* является взаимно однозначным к вза¬ 

имно дифференцируемым! тем самых оно является-диффеоморфизмом, 
что нам і требовалось* 

В частности,, если условие невозвращения вці некотором 
р у 0 выполняется для всей, числовой оси. —»<**> < ^ КГс ^ > ^ ш 
получаем, что совокупность точек всех^траекторий 


6 Мр^^по формуле ( 


Лл -л/1 


жается диффеошрфно на совокупность всех точек параллельных 

прямых -— с ^6 «г** 0 * ^ & 

в условиях ЭТОГО предложения говорят* что совокупность 

“ „ ч ,, л & /- и \ —..«.л, 


траекторий У 1 &) • С 


а л <- -Д* €- Н 


л я е 


2*58• Уравнения механики систеш. 

. а* Пусть дана механическая система 5 

Ч'л,..., У'ги С РРі о «оеаш 
зли- на точку р/ действует сила г/ 
зходйт в соответствии с уравнениями Ньютс 


Если на 


V !Рі 


шш И/ точек 
, то движение про- 


^ (-€)- Гс (**%”9*) ѵ1/ 

Если система (I) однородна, т«е* Б* ^ ^ * 10 - она вме8Ж оче ““ 

. Л _ * к $ ЛИ» —.Л* 


видное 




-л2 - 




'л - * V 


/*', с% (Г/ - постоянные) 


отвечающее равномерному и прямолинейному движению каждой точки 
системы* Отсюда следует, что любые два решения общей систеш 
(I) (неоднородной) приводятся одно к другому наложением яекоі 
рого равномерного и прямолинейного движение каждой точки* Зтж 
можно воспользоваться для выборе наиболее ^подходящей смете 
координат® Любое частное решение- системы (і) -определяется идя-, 
начно по данным Кон (т«е* величинам У'Ь (щ ® У'И®) * 
начальным положениям ш начальные скоростям) і по ©тому я*іѵое ***» 
ніе получается из. частного реме гая с {/■с (О) - О А 


о 



УъІт'^О С' 

(у ^ 

■ г 

■іалоз 

ѵенхем равномерного ж 

молніей ного дві 

$ Не ШЕЯ 1: 

сайдой 

точки* 


Систему у] 

равнені! 

1 2-го 

порядка 1 

Сі) можно переписать і 

систему І-го ш 

грядка, 

■V} 

& 

.введя 

л- Ч 

(Ч) ™ 

новкч неі 

С? *■ 1 ] 

язвеотЕш функціи 


{.скорости точек системы)* Тогда система' (I) примет следующий 

ѵі ш - ог Обі Т 


АЛ\ 


^ ^ ? ^ №: -„УИѴ 


Можно считать., что. т имеем дело с одним уравнением в обмер¬ 
ном пространстве, составленном ал координат векторов 
&»•"* 9'*'» &'і > .. •> * Это пространство называют фазовым 

*" і' №2Міаш<*одвг*)>«.- 


іросхранствон систѳмн* 


Имеются некоторые классические первые интегралы систем* 


функции рут 


ф (СА* Ц-», (П (г ^ ■ 

* • _> Ж Ш я Ь і* , • •> V | 


постоянны® вдоль каждой траектории» Рассмотрим простейшие щ 
шх* 

б* Вектор Щ/у ІК; -называется количеством движения. 


точки іГо *. веі 




.чеством движения 
- количеством дшшз- 


нш смете» 5 • Мы имеем, очевидно* 

3*'(>6 )=51 ^ 

• о 3 *"/ 


поэтому, если силы, действующие на системы таковы, что проекция 
их суммы на некоторое, направление # равна О, то ж проекція 
вектор® '('&) ш ио ж®, направление равна 0,'иг, сло¬ 
вах ел ьно, проекция Уд вектора ^ на направление Ч 
также постоянна» Таким образом, в указанных условиях функция 
Лд является первым интегралом системы 5* * Если 


вне о, 1 яг, следо- 


то ш получаем сразу три независишх 


первых интеграла, соответствующих трем 
на 5 ' координатные, сон*, ■ 

Та з-ч -Г»' «г .<*Ч ѵ V 


кциям вектора <./ 


в е йектор 


х (/< . 


векторное произведение/ 


называется, моментом количества- движения точки /*% (относитель¬ 
но точки 0 )• 



Вектор М ~ Е. ^ * т о 
ва движения систем» Ь 

,• Я/ і УЬ' 

а 1 / /Ч <Г" ,<|Л ѵ. и*,./к . ЧГ" 


іа хмеем 


і я/ 


И Ш « 2- ^ х +х & * ^ г і = 21 ^ 

*** .. і.~4 - 4.™'! 


Г. Т />. У Г"< 
Г{, 4^ Ь о А * о , 


яок сум, 


)> схх * 


пша іх шшттт имеет 


ишет нухвву® проект® на это нап» 


-і/ , то и вектор п і і живет мултуш проекция ка яо иви- 
равлехже, значит $ проекція ІІ^ самого вектора ИЙЬ) на мао* 
равнение 4/ постоянна* іахім образом, функдм ^ Не авхаетсш 
в указанных условиях первым интегралов системы 5 • Если 

* Н/ 

2, $4ь & г~і — О , г© ш подучаем три везависишх вервнх 

иихеграла» соотвахствуицих трек проект» вектор® 5* на ко- 


г» Говорят, что числовая функция и> ігнь'Ы 

ішметт похевчиалон систем» 5" * если 


Производиая по веххоррому аргументу ' ^ понимается., как я 
ране#, как лхнеКвнК фуикционад в соответствующем трехмерном 
пространстве, определеншйі производными от СС по трем осям. 


I 1 / . * 

ГоЪ ■ 


ъи'(У4,...,рп,ш*ы 


4 ($4*. ■ 42 


э </<■ 


{Чі В г 

.^•' ІГ* ‘-М д&» Л ? ^ 


определеихн-потенциала ставится из оооораяеххи удоос 
дарение, создаваемо® сжлоі - ? ишд© направлен® 
убыванія, потенциала* Введем» жрош того* функцію 




5 1 - уі 


ш*во *еперь записать в вяд® 

тп у-'ьШ : 


" 3 &і 


?щ о< (4) 


Ъ ГС 


гѵ О 
і <5 ф 


Л 


хседк вдоль траеі 


Мт іЗ 

Ыу 


эТ об'^2 


ъ<г с 


оСэЬ ъ&і с/у^б 


ч ’Э 1 




= 2" І4‘^ 0^(^ь) ~ 2 ^ 60 ^ (?б) — О *По этому 

в указанных условиях функция Е ~ Ч 1 "** , называемая пол» 

ной энергией системы 5 > является такие первым интегралом 

системы 8 * . 


д* Уже приведенные первые интегралы дают возможность приво¬ 


дить ж интегралам многие'простые задачи механики* В. качестве пер¬ 
вого примера рассмотрим движеніе точки с массой 8 в плоско- 
параллельном ноле* Здесь , координаты точки мы обозначим 

<& Р У*у соответствующие составляющие скорости через си, 

(Г , и г \ Сил а & имеет одну составляющую, отличную от 


нуля. 


например,. 




Две составляющие силы равны 0, поэтому имеются два первых интег¬ 
рала количества движения им = С5^. 


Таким образом, проекціи точки Ж ѵ на оси ^ и "г двш 
о постоянными скоростями? можно считать, что они равны 0, если - 
соответственно движущейся взять систему координат* Тогда от 
движения точки останется теяько движение вдоль оси ос * Момент 
силы равен 0, к последний нетривиальный первый интеграл дает нам 
энергия « > 

г _ + [I (оі\ = сому . 

іЗу чѵ‘ / 


Например, если И(<х>) имеет вид, показанный на рис* 2*5-1, то 

движение с заданной энергией О 
может происходить лишь в пропекут- 
ке от <х >4 (м) до се&, О) * Для фак¬ 
тического получения закона движения 
в этом промежутке нужно проинтегри¬ 
ровать дифференциальное уравнение 
Р — О ш заменяя іЬ на 







| ж получим после 

і лУ л 


.-.. Гг%г ѵ, г-'* *пМ / 1 ННЫX 
у>, *»% р гч '•■ . *;: и ,« р* Яі->і й Ь -Ь ^ * 1 ■*^ Г *** А ’ * 4 
У і» М ® у • ѵ .». ^ А '■■■•**• * 


Д>С> 


г " хѴ / Г 

Г \/,Ж с 


■Ш'Я 


отсюда 


.З&з* — «я ^С/лб 


і л/Ш'б .Й?«Й' 


[Іслм {д/ ..» ^•• / 4 * О § та Д 5 И 

ось* в полупим выраженіе в виде сзк 


входа из 


интеграла 


х* / А 

/ ■ ,-ѵ 

ТО — \ -~т&аша**г~*к 

•* 02 ,(&-ШЩ 


в» Рассмотрим движеніе'точка с массой ^ в овесшшетряч 
і поде* В тех же- обозначедашж, пт о ж в і » ж считав ось 
т симметрии иоде іт тшш напясать» 

г_ г_ ?іВ&. - ,о} , ,р = ЖЖ 

Г " 1 -'Д -ѵ*, 3 Ц' 


XV» 
О *.Д> 


Третья составляющая сияв равна 0 * Поэтому имеется один аервн» 
интеграл количества движения иг-* & $ таким образом тратм 
составляющая скорости постоянна к можно считать, что они равна 
0 . Поэтому движение происходит в плоскости эь* {/' * Поскольку. 

шт р . центральна, ее момент относительно начала координат 
равен 0 § отсюда имеется нервна интеграл момента (<%^о) х . 
х ((Мег о') « с- | что дает одно нетривіальное соотношение 

ОО (Ж # 0 - - сягш^б ( 4 ) 

Еще одно соотношение дает интеграл энергия 

X- (і4рі-і/^) -р (/, (р) (з) 

•Пвоейхем в ѵоавиеіия (О к поляр¬ 


но натри 


Тм # 7 


X / 

Рмг» ? ЗЖ 
X Шх> • 4 - *- с. 


■Х-^Р У Ж? 


/, * Р Жж€>. 


'XV'-. 


ь~ ъ>Ы )жР ЪоЬ р~рЬтр -р 

(Г - |Х Ы) « р'ятр+Р сойрр 


у *О 0 $р’ №+*Р І-Р І С 0 з (р~ (р 1 ~рр 1 Жльр'Ь°Ь р і , , 





смысл* это есть удвоенная производная'' по ‘ 'Ѵ от.площади 


2.5-3. яиФФерен- 




(рис. 2.5-3)* Действительно» как вздно из рис. ДВДОре»- 

л і 0 циал площади есть ^ рі?бр > и* 

/Чр ■ следовательно, производная площади 

] м \ равна • Поэтому для 

\ движения справедлив задом Кеплера * 


■в»л о *'.г_<а 
» с» «л**** 


Поэтому для 


;йся вектор. (<^#) в равны® 
ткя времени покрывает равные 
[. Подставляя (6) к (?) в (5). 




и, используя (8): 


, д 4 п\. 

(.р ■+* р®/ 


р. — р) 


зжо ди 


е уравнение решается в квад 

об Р 


^ ^ і- /ІГ^РС] 


“м 4 


Чтобы подкоренное выражение оставалось неотрицательным» должна 
быть-выполнены неравенстве вида 


О < Рт^ « р « ^ оо ^ 

таким образом» в общем случае движение происходит ^кол^е »*-«-* 
деленнои*условиями (9). Наконец» /равнение М =--^(4) р Ш 
при известном р(з&) позволяет написать я ірС-'о} с шьіо^ью 
одной квадратуры/так как М/р*6-6) не меняет знака» 

л. \ меняется монотонно» Получается двн« 

/ § женив вида» показанного на рнс» 

‘ 2*5- -ь Траектория может быть ад 

замкнутой 

ЗР®е* 2.5-4» 

Мото выписать дифференциальное уравнение» связывающее 
непосведственно Р с р « если веремножить урввиевзь* 



Ыу'К/ 


\ а і р ІЛ..Л-І 
\і *0 I ѵ <2- >- 1 


{/, (а)) 


м . ' 


ѵ . оі/ к:* 


ы по, 


|ѵ| р лга р~ у[% ( 0^." Сі/Ір)} 


Ер і&ір)'** -у ( закон тяготения Ньютона; это уравненіе лег- 
ко интегрируется* і мы получаем (о некоторым постоянным и * 


•у-4~. е -ео^Я 

фокальное уравненіе конического сеченая (эллипса при 


е<1 , гиперболы при. &-?1 » параболы при в— ^ )• 

ж» Движеніе точки с массой ■■! в сферически снимет рчшш 
«де. Здесь ш ложен написать аналогично 


поле* здесз 


г“ Г 5 ьй Ср! 

Г 1/'" ~~э^сГ“ 


ъ,Ф('& я&(ч) 1 

- т* г -Ѵг V 'ѴѴ'^Зг ", 


координат равен О* отжуд 


центральна* ее момент относительно начала 
ткѵда следует постоянство момента количесі 


(^ ^ ^ ^ 


Но так как вектор (ЩУ: й) і ортогональны Р| » 

то м плоскость этих векторов остается неизменной§ следовательно» 
движение плоское* Веря новые оси 9 ^ .в плоскости .движе¬ 

ния. и заменяя в не! ^ на и Р * ш приводим задачу к предыду¬ 
щему случаю. 

2.59* Обобщенные координаты в механике. Мы теперь для боль¬ 
шей симметрии несколько изменим обозначения* Все составляющие 
векторов І}** г. У'н/ по трек осям обозначим подряд через 
’Хч .. ос-д, (заменяя, в частности, и число ЗЛ' за Я- ; ) 

Производную по времени будем обозначать точкой сверху* пологе 

в частности, Оі - ... , 3 * ^ е Р® 3 ^?> • ■■э 

таким образом обозначим проекции сил на оси* Кассу, первой точки 
обозначим через * ее ®в - через и через * 



так что первые три уравнения Ньютона примут вид <г"і $ 

уть* -х*, = ^ ^ ^ ! Іак *® обозначим 1 осшь 

нне массы» Кинетическая анергия системы теперь примет вид 


пл— 5" м*> 

. і * “Ж - - 

потенциальная функция 6С будет ф: 
Уравнения Ньютона для потенциального 

-X,.; (4) * Щ 


ІТОВ 

примут вмд 


т>^ ъ&і 'г* 

образуются уравнения (X) при переходе к новым 


3 Сі (о>) 


Пустъ 'Х & '~ (ф’ъ---» Фк\ +■ і>-* преобразование коор¬ 

динат -в пространстве $ уу - * Мы шеею при -этой 

т =сГ? г * 6 = гс 

'■»>/ °' с “{ о при і.*к 12; 


В 9Фк 

* /,-*\ 


поскольку матрицы ос- 


іцы "зо V- и ф(<$) вэамм; 


ІО обр 


і . ІЕЙ ж® 


Т- 1 2‘ 

с~І 


и и у М/ « 

5Г Т >' и* № т гі, а-. 
' э % ^ ^ 


іе личины 


называются обобщенными импульсами системы» в 

Можно выразить />/ линейно через ф* шяш 


53 I 


ъТ 
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= 2. 
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Щ 
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Ѵ к =» 
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'ЭОС» 


* 

;с 

(у 

З’ ос^ 

' 

Ъфіс 

ъ ос$ 





Отсюда г в частности § 


е* О» СЬ ,* , * 

о Ж * / -4 й ѵ * > Іі * 

М>, ^ , с(м/Ь || 57НГ-/І ’ 


^ * * *»* 


/•7/1 /| 

т^-^п ъшп$ 

* <& 


так что- переход от к 6^ также обратив* поэтому функцию 
Т 1 , которая является 'квадратичной формой от бу, ? можно с чи¬ 
тать также квадратичной формой от или от /°/ (с кооффи- 

цнентащ, зависящими от ('$% ' )• Функцию ^6 » первоначально 

зависящую от аргументов оу можно считать такие функцией от 
♦ Мн получим сейчас дифференциальные уравненія для 9^ и 
$ , вытекающие аз уравненій (I). Во-первых 8 ш имеем 

9 _ у ъЪ; ‘ . _ 5 ^ ^ ;эТ _ С- 4 ъХ , _ 

т/ / Й ^ 0^*. ,-^г зое** т* ъ & ъѵ<- 

'З'Хѵ: "д Т (<& р) 


Поэтому функции 


н, = 5" ~ ^ - *= > 

9% у~ -ъ 0 & и ; 


*ъ ( Ъ л -э’ 


10 с 

чш 

’:ать т 

:акхе 

Функ 

»Г?МСІ^ й-И 

5 ЛЮ 

ые 

уравненія 

ДЛЯ 

/'А- ■ И» 

УѴ- л 

Во- 

пе| 

)ВЫ2, 

Ш ■ ИІ 

ноем 


Г = 



,1 .у 

&"Т ^ 

о .Г5 к 

* « 


^ « 

«/ 


»/°Г' 

э 5? ■ 

г> 


~ ф • 4 лТ 'Э'ЗС*; 

5" д У^. -1- -4г Лгѵ ^лГ" 

Ъ<&& Ж.^ Эр,у °9^ 


"а ,р> 


Зо-вторых» из й: 

. Я/ 


получаем 


*У Г Л / ,,, X , . 'Я х,; • 

О.* ЗХ У —у— I -4“ Р ~~~~ 

1 * ^ ^ / . ' ' г '" 

■У 2*5- __ сі Э2Ул ~Х -э (У. -Э 

; Д. т '6 Ъ Фс -Э <а ъ ей 73 *С, 57 ГГ а ОЬ,. «я 


с=І 


_Х ‘ эхъ ‘Ъ X ^ 9 %- 
•6 ^ *Э^* 


г 

к =4 

другой стороны 

9_Т „і 




± Я" 
лу .4- 


э / 'эоея 


% Я'к: 


і <Г‘ іЛ,?, Э 4 ' 1 ®*/ й і, 4 Смь.*^ ^ 

г <іУУ '* э 9г э' 


•’ О?, и 2» Яте-?- ** р ей 
'* ГК ‘ \ а |ѵ Э^; 'Э%-9^ Л 


Меняя местами во втором слагаемом щ 
дим, что оно совпадает с первым» 
Поэтому 


а у 


'УТ(Ъ<? 

« Ь 


‘”3 'Я?/ 


*»4#с 


Ъ(Нѣф К э 



Таким образом - (б) (используя і. 2 ; і можно запасать в вид* 


<3 СС(сй 


к і 9 . і 9) 


-*9> 


з 'Фр 


где А ( # Ф) “ Т(<Н (ф) называется функцией. Дагран* 

жа. Эта функция от переменных является квадратной Фор¬ 

мой, так же как и ее производная по 9/ * 'Если заменить в- 

переменные Ф/ на Я/ ^ но формулам (4) - по*- 
черкнем, после дифференцирования- по 9/- # а ке диффе^и^зк 
рования - получится некоторая функция от Фг й ^ ч - ° Р й “ 
зультате учитывая (5} мы получим систему уравнений І-го порядка 

■ьТ(%р) р - 

Ф/~ *./у ' ѵ { -' 7 ‘ 


ся к пекшему 


которые называются уравнениями Лагранжа* 

Уравнения Лагранжа , числом 2 Рь $ сводятся к 
числу, если система- подчинена некоторым связям, в результате ко- 
торыхнекоторые из величій 9/- при движении не _меняются* В 
этом случав из уравнения (7) видно, что вдоль траектории функция 
и не зависит от соответствующих импульсов и часть урав¬ 
нений (7) отпадает. 

В качестве применения рассмотрим задачу о кодеСаниях мате¬ 
матического маятника. Система координат показана на рис. 2.5-5. 

Л Іы имеем здесь ,;■& 


имеем здесь 

, Й> 4» (Ѣ 

Т= т- 4- = да ІГ 




Рис. 2*5-5. ' 

Вводим обобщенные координаты ь § ка: 

не меняется, вместо 9і будем писать просто %-*- » 

имеем -х? А (р > ^ і % 

<Ь = /, со^. V, ф—і-Ш <р-<р, 


«С/ 
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